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Резюме. В статье рассматривается бескоалиционная игра двух лиц, моделирующая процесс 

закупки средств защиты для компьютерной системы. Одним из игроков в этой игре является 

сторона, ответственная за обеспечение безопасности данной системы. Обладая определенным 

объемом денежных средств, которые могут быть потрачены на приобретение средств защиты, 

данная сторона определяет, какие именно из этих средств следует приобретать. Действиями 

другого игрока (а это внешний мир по отношению к компьютерной системе) являются 

реализуемые через сеть атаки на компьютерную систему. Для каждого из средств защиты, 

которые могут быть приобретены, а также для каждого из типов атак, которые могут быть 

использованы при нападении на компьютерную систему, известной является вероятность, с 

которой атака будет отражена средством защиты. Выбирая средства защиты, сторона, 

ответственная за безопасность, стремится к минимизации общих потерь, включающих в себя, во-

первых, стоимость закупаемых средств защиты, а во-вторых, ущерб, ожидаемый от применения 

другой стороной атак на компьютерную систему. Проводится исследование принципа 

оптимальности, реализациями которого являются лексикографически максиминные стратегии 

игрока, представляющего собой сторону, ответственную за обеспечение безопасности системы. 

Результатом данного исследования являются утверждения, определяющие способ отыскания 

всех лексикографически максиминных стратегий указанного игрока. 

Ключевые слова: бескоалиционная игра, максиминная стратегия, недоминируемая стратегия, 

лексикографически максиминная стратегия, компьютерная система, атака на компьютерную 

систему, защита компьютерной системы. 
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Abstract: A two-person noncooperative game that models a process of purchasing protection means for 

a computer system is considered. One of the players in this game is a party responsible for the security 

of the system. Having a certain amount of money that can be spent on the purchase of the protection 

means this party determines which of these funds should be purchased. Attacks on the computer system 

implemented via the network (and it's the external world in relation to the computer system) are the 
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actions of the other player. For each of the protection means that can be purchased as well as for each 

of the types of attacks that can be used in an assault on the computer system, a probability that the attack 

will be repelled by the protection mean is known. By choosing the protection means, a party responsible 

for the security seeks to minimize overall losses which include, firstly, a cost of the purchased protection 

means and, secondly, a damage expected from the use of the attacks on the computer system by the 

other party. A study of an optimality principle implementations that appear as lexicographically 

maximin strategies of a player which is a party responsible for ensuring the security of the system is 

carried out. A result of this study are statements that determine a method of finding all lexicographically 

maximin strategies of the specified player. 

Keywords: noncooperative game, maximin strategy, nondominated strategy, lexicographically maximin 

strategy, computer system, attack on a computer system, protection of a computer system 

For citation: Sushkin V.V. About finding lexicographically maximin strategies of one of the players in 

a two-person noncooperative game that models a process of purchasing protection means for a computer 

system. Modeling, Optimization and Information Technology. 2021;9(3). Available from: 

https://moitvivt.ru/ru/journal/pdf?id=1031  DOI: 10.26102/2310-6018/2021.34.3.018 (In Russ). 

1. Введение 

При существовании такого явления, как атаки на компьютерную систему [1], при 

их (имеется в виду атак) постоянном развитии и появлении новых разновидностей атак 

обеспечение безопасности компьютерных систем является необходимым условием 

использования этих систем для хранения и обработки данных. Безопасность 

компьютерных систем обеспечивается при помощи соответствующих средств защиты. 

Из множества наборов этих средств сторона, ответственная за безопасность системы, 

(сторона защиты) стремится выбрать набор, который оказывается наилучшим 

(оптимальным) в заданном смысле. 

Ряд задач по отысканию оптимальных (в том или ином смысле) наборов средств 

защиты для компьютерных систем рассматривается в [2-5]. При определении в [2-5] 

понятия оптимальной стратегии стороны защиты используются различные критерии [1]: 

Вальда, Байеса, Лапласа, Гурвица. 

Близкие по тематике (к [2-5]) вопросы исследуются в [6-8]. В [6] при постановке 

задачи (в отличие от [2-5]) речь идёт не столько о выборе средств защиты, сколько о 

выборе узлов (объектов) компьютерной системы, которые должны быть защищены. В 

[7], в отличие от [6], вместо выбора объектов, которые должны быть защищены, 

осуществляется выбор того, в какой степени каждый из объектов системы должен быть 

защищён (для каждого из объектов определяется собственная степень защиты, 

задаваемая числом из отрезка ]1,0[ ). В [8] выбор, реализуемый стороной защиты, 

состоит в том, что для каждого из серверов системы определяется перечень служебных 

процессов, которые должны быть использованы для защиты данного сервера. 

Поведение, оптимальное для стороны защиты, в [6, 7] определяется в соответствии 

принципом минимакса [9], а в [8] представляет собой такой вариант поведения, при 

котором ущерб, предотвращённый стороной защиты, оказывается наибольшим. 

В [10] с помощью бескоалиционной игры [11] двух лиц моделируется процесс 

закупки средств защиты для компьютерной системы. Одним из игроков в указанной игре 

является сторона защиты компьютерной системы, другим – сторона нападения на 

данную систему (допустим, сторона защиты – это игрок 1, а сторона нападения – 

игрок 2). Применение первым игроком какой-либо своей стратегии означает 

приобретение (этим игроком) какого-то набора средств защиты для компьютерной 

системы, а применение какой-либо своей стратегии игроком 2 сводится к использованию 

атак различных типов (всего типов m , m  – заданное натуральное число) с 
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вероятностями, совпадающими со значениями соответствующих компонент стратегии, 

выбранной данным игроком. Множество стратегий второго игрока представляет собой 

декартово произведение 

                                                              
  

m

]1,0[...]1,0[  .                                                      (1.1) 

В [10] предлагается способ отыскания всех недоминируемых [12] максиминных [9] 

стратегий стороны защиты. 

Исследование, проводимое в настоящей работе, также связано с темой выбора 

(приобретения) средств защиты для компьютерной системы. В качестве математической 

модели процесса закупки средств защиты (рассматриваемого в работе) используется 

бескоалиционная игра ηΓ  двух лиц, представляющая собой некоторую подыгру [11] 

игры Γ , исследуемой в [10] (здесь η  – заданное натуральное число). В игре ηΓ  (так же, 

как и в игре Γ ) один игрок – это сторона защиты, а другой – сторона нападения. 

Множество стратегий стороны защиты в игре ηΓ  – такое же, как и в игре Γ , а множество 

стратегий стороны нападения совпадает с множеством 

                                                                  


m

HH  ... ,                                                          (1.2) 

где H  – это множество }1,
1

,...,
2

,
1

,0{
η

η

ηη

−
. Очевидно, (1.2) является подмножеством 

множества (1.1). В работе предлагается способ отыскания всех лексикографически 

максиминных (или, по-другому, лексикографически осторожных [12]) стратегий 

стороны защиты. При разработке этого способа, в частности, были использованы 

некоторые утверждения, доказанные в [10]. В пункте 6 проводится сравнение данного 

способа и некоторого способа (решения той же задачи), основанного в конечном итоге 

лишь на применении определения лексикографически максиминной стратегии игрока. 

2. Некоторые базовые понятия и обозначения 

Допустим, Γ  – произвольная бескоалиционная игра двух лиц. Определение этой 

игры и её составляющих, а также определения упоминаемых ниже понятий 

гарантированного выигрыша [13], максиминной и недоминируемой стратегий игрока и 

отношения доминирования в том числе приведены в [10]. 

Введём ряд обозначений, непосредственно связанных с игрой Γ : 

I  – множество номеров игроков, 

)(iV , Ii , – множество стратегий i -го игрока, 

)(iv , Ii , – стратегия i -го игрока, 

V  – множество ситуаций, 

)(iJ , Ii , – функция выигрыша i -го игрока, 

)();( jviv , где Ii , }{\ iIj , )()( iViv  , )()( jVjv  , – это обозначение записи 

)(),( jviv , если 1=i , а 2=j , и записи )(),( ivjv , если 2=i , а 1=j , 

)(iG , Ii , – гарантированный выигрыш i -го игрока, 

)(iV  , Ii , – множество максиминных стратегий i -го игрока, 

)(i , Ii , – отношение доминирования, заданное на множестве стратегий i -го 

игрока, 

)(iN , Ii , – множество недоминируемых стратегий i -го игрока. 
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В качестве обозначений следующих множеств и соответствий 

,),(,),(,),(,,),(,),(,),( IiiиIiiGIiiJVIiiNIiiVIiiV  
 

(связанных с игрой Γ ) будем также соответственно использовать такие символы 

,},){( IiΓiV    IiΓiGIiΓiJΓVIiΓiNIiΓiV  },){(,},){(},{,},){(,},){( , и 

IiΓi },){( . 

Допустим, Ii , }{\ iIj , а множество )( jV  представляет собой конечное 

множество с числом элементов, равным q , 1q . 

Положим, )(iv  – произвольный элемент из множества )(iV . Символом ))(,( iviΠ  

будем обозначать множество биективных отображений 

)(},...,2,1{:))(,( jVqπ ivi → , 

удовлетворяющих условию 

)))).();()(())1();()((()2((

},,...,2,1{
))(,())(,( kπiviJkπiviJk

qk
iviivi −


 

Нетрудно убедиться в том, что при любом },...,2,1{ qk   множество 

}|))();()(({ ))(,())(,())(,( iviiviivi ΠπkπiviJ   

одноэлементно. Допустим, k  – произвольный элемент из множества },...,2,1{ q . 

Символом )(iJ πk  будем обозначать отображение с областью определения )(iV  и 

множеством значений в R , которое (имеется в виду отображение) произвольной 

стратегии )(iv  i -го игрока ставит в соответствие элемент из множества 

}|))();()(({ ))(,())(,())(,( iviiviivi ΠπkπiviJ  , 

здесь R  – это множество действительных чисел. 

Символом )(i
l  будем обозначать бинарное отношение, заданное на )(iV , 

определяемое следующим образом 

))))))).()(())()((()ˆ((},,...,2,1{(

)))()(())()((},,...,2,1{ˆ((

))()()(((

),()(),()(

ˆˆ

iviJiviJkkqk

iviJiviJqk

iviiv

iViviViv

π
k

π
k

π

k

π

k

l

=








 

Определение 2.1. Стратегию )(iv  i -го игрока принято называть лексикографически 

максиминной (или, по-другому, лексикографически осторожной [12]) стратегией этого 

игрока, если выполнено условие 

)))()()(())()(((),()( iviiviviviViv
l  . 

Множество лексикографически максиминных стратегий i -го игрока будем обозначать 

символом )(iL . □ 

Символом )(il
~  будем обозначать бинарное отношение, заданное на )(iV , 

определяемое следующим образом 

)))).()(())()((},,...,2,1{())()()(((

),()(),()(

iviJiviJqkiviiv

iViviViv
π
k

π
k =


l

~
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В качестве обозначений отношений )(i
l , )(il

~  и множества )(iL  будем также 

использовать соответственно такие символы }){( Γi
l , }){( Γil

~  и }){( ΓiL . 

3. Описание исследуемой игры 

C помощью бескоалиционной игры двух лиц, обозначаемой далее символом ηΓ , 

опишем процесс закупки средств защиты для некоторой компьютерной системы. 

Описание игры ηΓ  несложным образом получается из описания игры Γ , исследуемой в 

[10]. Опишем сначала игру Γ  (её развёрнутое описание представлено в [10]), а затем 

игру ηΓ . 

Игра Γ  (исследуемая в [10]) является бескоалиционной игрой двух лиц. 

Составляющие I , )1(V , )2(V  и )1(J  этой игры определяются следующим образом 

),2(),1(),)),(1((),)(1(

],1,0[...]1,0[)2(

},|}),...,2,1({{)1(

},2,1{

1

VaVSwajSpсaSJ

V

dсnSV

I

m

j
jj

Si
i

m

Si
i

−+−=

=

=

=





=



  

M

 

здесь 

число 1 из I  – это номер игрока – стороны защиты компьютерной системы, 

число 2  из I  – номер игрока – стороны нападения на компьютерную систему, 
n  – количество средств защиты для компьютерной системы, которые могут быть 

приобретены игроком 1, 1n , 

}),...,2,1({ nM  – множество подмножеств множества },...,2,1{ n , 

ic , },...,2,1{ ni , – стоимость i -го средства защиты, 


Si

iс  – это число 0 , если =S , 

d  – денежные средства, предназначенные для закупки игроком 1 средств 

защиты, 

m  – количество возможных типов атак (со стороны игрока 2 ) на компьютерную 

систему, 1m , 

  
m

]1,0[...]1,0[   – это отрезок ]1,0[ , если 1=m , 

ja , },...,2,1{ mj , – вероятность использования игроком 2  атаки j -го типа, 

a  – упорядоченный набор ),...,,( 21 maaa , если 2m , и 
1a , если 1=m , 

),( jSp , )1(VS  , },...,2,1{ mj , – вероятность отражения атаки j -го типа 

игроком 1, использующим стратегию S , 

jw , },...,2,1{ mj , – максимальный ущерб, причиняемый игроку 1 при 

использовании игроком 2  атаки j -го типа, 0jw . 
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Паре ),( ηΓ , где η  – некоторое натуральное число, поставим в соответствие 

бескоалиционную игру ηΓ  двух лиц, составляющие которой определяются следующим 

образом 

,...}){2(

),1(}){1(


m

η

η

HHΓV

VΓV

=

=

 

где H  – это множество }1,
1

,...,
2

,
1

,0{
η

η

ηη

−
, 

}.{),)(2()}(){2(

},{),)(1()}(){1(

ηη

ηη

ΓVvvJvΓJ

ΓVvvJvΓJ

=

=
 

В качестве обозначений следующих множеств и соответствий 

}){1(}){1(},){1(},){1(},){1(},){1(},){1(},){2( ηη
l

ηηηηηη ΓиΓΓΓGΓLΓNΓVΓV l
~  

будем также соответственно использовать такие символы 

).1()1(),1(),1(),1(),1(),1(),2( l
~η

l
ηηηηηηη иGLNVV   

4. Вспомогательные утверждения 

В данном пункте для произвольной бескоалиционной игры двух лиц, а также для 

некоторых её частных случаев, в том числе для игр Γ  и ηΓ , описанных в предыдущем 

пункте, представлен ряд утверждений, необходимых для доказательства утверждений, 

сформулированных в следующем пункте – пункте 5. 

Предположим, рассматривается произвольная бескоалиционная игра двух лиц. 

Допустим, Ii . Символом )(iV n
 будем обозначать множество 

}.))))()()(()))()(())()((((),()((

))()((|)()({

iviiviviviViviViv

iViviViv








 

Утверждение 4.1. [14] Допустим, Ii . Тогда справедливо следующее 

)()()( iViNiV n = . □ 

Допустим, Ii , }{\ iIj , а множество )( jV  представляет собой конечное 

множество. 

Утверждение 4.2. Справедливо следующее 

})))()()(())()()(((),()(|)()({)( iviiviviiviViviViviL
l  = l

~ . □ 

При доказательстве утверждения 4.2 используются определение 2.1 и 

определения отношений )(i
l  и )(il

~ . 

Утверждение 4.3. [12] Справедливо следующее 

)()()( iNiViL  
. □ 

Предположим, рассматриваются игра Γ  и игра ηΓ , представленные в пункте 3. 

Утверждение 4.4. [14] Допустим, )1(VS  . Тогда справедливо следующее 

))),(1(())(1(
1


=

−+−=
m

j
j

Si
i wjSpсSG . □ 
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Утверждение 4.5. Допустим, )1(VS  . Тогда справедливо следующее 

))),(1(())(1(
1


=

−+−=
m

j
j

Si
iη wjSpсSG . □ 

Доказательство утверждения 4.5 аналогично доказательству утверждения 4.4. 

При доказательстве утверждения 4.5 используются определение функции )1(ηG  и 

описание игры ηΓ . 

Допустим, )1(VS   и )1(VS  . Символом ),( SSΔ   будем обозначать значение 

разности 




−
Si

i
Si

i сс . 

Утверждение 4.6. [14] Допустим, )1(VS   и )1(VS  . Тогда справедливо следующее 

−




==

)),(),(),(),2(((

))1((

11

m

j
jj

m

j
jj wajSpSSΔwajSpVa

SS 
 

))ˆ),(),(ˆ),(),2(ˆ(
11


==

−
m

j
jj

m

j
jj wajSpSSΔwajSpVa . □ 

Утверждение 4.7. Допустим, )1(VS   и )1(VS  . Тогда справедливо следующее 

−




==

)),(),(),(),2(((

))1((

11

m

j
jj

m

j
jjη

η

wajSpSSΔwajSpVa

SS 

 

))ˆ),(),(ˆ),(),2(ˆ(
11


==

−
m

j
jj

m

j
jjη wajSpSSΔwajSpVa . □ 

Доказательство утверждения 4.7 аналогично доказательству утверждения 4.6. 

При доказательстве утверждения 4.7 используются определение отношения )1(η  и 

описание игры ηΓ . 

Утверждение 4.8. Допустим, )1(VS   и )1(VS  . Тогда справедливо следующее 

+−




=

)0),()),(),((),2(((

))1((

1

SSΔwajSpjSpVa

SS
m

j
jj


 

))0),(ˆ)),(),((),2(ˆ(
1

+− 
=

SSΔwajSpjSpVa
m

j
jj

. □ 

Утверждение 4.8 является очевидным следствием утверждения 4.6. 

Утверждение 4.9. Допустим, )1(VS   и )1(VS  . Тогда справедливо следующее 

+−




=

)0),()),(),((),2(((

))1((

1

SSΔwajSpjSpVa

SS

m

j
jjη

η

 

))0),(ˆ)),(),((),2(ˆ(
1

+− 
=

SSΔwajSpjSpVa
m

j
jjη

. □ 

Утверждение 4.9 является очевидным следствием утверждения 4.7. 



Моделирование, оптимизация и информационные технологии /                                      

Modeling, optimization and information technology                                                                 

2021;9(3) 

https://moitvivt.ru 

 

8 | 15 

 

Утверждение 4.10. [14] Допустим, )1(VS  , )1(VS  , и пусть при этом SS  )1( . Тогда 

справедливо следующее 

0),(  SSΔ . □ 

Утверждение 4.11. Допустим, )1(VS  , )1(VS  , и пусть при этом SS η  )1( . Тогда 

справедливо следующее 

0),(  SSΔ . □ 

Доказательство утверждения 4.11 аналогично доказательству утверждения 4.10. 

При доказательстве утверждения 4.11 используются утверждение 4.7 и описание игры 

ηΓ . 

Символом )1(сV   будем обозначать множество 

}min|)1({
)1(



=

Si
i

VSSi
i ссVS



 . 

Утверждение 4.12. [10] Допустим, 1=m . Тогда справедливо следующее 

)1()1()1( cVNV  = . □ 

Символом )1(pV   будем обозначать множество 

})),(),(},,...,2,1{)((),1(|)1({ jSpjSpmjссVSVS
Si

i
Si

i  


 . 

Утверждение 4.13. [10] Допустим, 2m . Тогда справедливо следующее 

)1()1()1( pVNV  = . □ 

5. Полученные результаты 

В данном пункте для игры ηΓ  (описанной в пункте 3) получены утверждения, 

указывающие на процедуры отыскания всех лексикографически максиминных стратегий 

первого игрока в данной игре. 

Предположим, рассматривается произвольная бескоалиционная игра двух лиц, и 

пусть Ii , }{\ iIj , а множество )( jV  представляет собой конечное множество. 

Утверждение 5.1. Допустим, )(iV  – конечное множество. Тогда справедливо следующее 

})))()()(())()()(((),()()(|)()()({)( iviiviviiviNiViviNiViviL
l =  l

~ . □ 

При доказательстве утверждения 5.1 используются утверждения 4.1-4.3, 

определение 2.1, определения множеств )(iV n
 и )(iV  , определение максиминной 

стратегии i -го игрока и определения отношений )(i , )(i
l  и )(il

~ . 

Предположим, рассматриваются игра Γ  и игра ηΓ , представленные в пункте 3. 

Утверждение 5.2. Справедливо следующее 

})))1(())1(((),1()1(|)1()1({)1( SSSSNVSNVSL
l
ηηηηηηη =  l

~ . □ 

При доказательстве утверждения 5.2 используются утверждение 5.1, описание 

игры ηΓ , определения множеств )1(ηL , )1(ηV , )1(ηN  и определения отношений )1(
l
η  и 

)1(l
~η . 

Утверждение 5.3. Справедливо следующее 

)1()1( GGη = . □ 
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При доказательстве утверждения 5.3 используются утверждения 4.4 и 4.5 и 

определения функций )1(G  и )1(ηG . 

Утверждение 5.4. Справедливо следующее 

)1()1(  VVη = . □ 

При доказательстве утверждения 5.4 используются утверждение 5.3, определения 

множеств )1(V  и )1(ηV , определение максиминной стратегии игрока и определения 

функций )1(G  и )1(ηG . 

Утверждение 5.5. Допустим, )1(VS   и )1(VS  . Тогда справедливо следующее 

))1(())1(( SSSS η   . □ 

При доказательстве утверждения 5.5 используются утверждения 4.8, 4.9 и 4.11, 

описания игр Γ  и ηΓ : в частности, используется включение 

),2(}1,0{...}1,0{ η

m

V   
 

вытекающее из описания игры ηΓ . 

Утверждение 5.6. Справедливо следующее 

)1()1( NNη = . □ 

При доказательстве утверждения 5.6 используются утверждение 5.5, определения 

множеств )1(ηV , )1(ηN , )1(N  и определение недоминируемой стратегии игрока. 

Утверждение 5.7. Справедливо следующее 

)1()1()1()1( NVNV ηη =  . □ 

Утверждение 5.7 очевидным образом следует из утверждений 5.4 и 5.6. 

Утверждение 5.8. Справедливо следующее 

})))1(())1(((),1()1(|)1()1({)1( SSSSNVSNVSL
l
ηηη =  l

~ . □ 

Утверждение 5.8 очевидным образом следует из утверждений 5.2 и 5.7. 

Утверждение 5.9. Допустим, 1=m . Тогда справедливо следующее 

})))1(())1(((),1(|)1({)1( SSSSVSVSL
l
ηη

cc
η =  l

~ . □ 

Утверждение 5.9 очевидным образом следует из утверждений 4.12 и 5.8. 

Утверждение 5.10. Допустим, 2m . Тогда справедливо следующее 

})))1(())1(((),1(|)1({)1( SSSSVSVSL
l
ηη

pp
η =  l

~ . □ 

Утверждение 5.10 очевидным образом следует из утверждений 4.13 и 5.8. 

6. Обсуждение 

Процесс отыскания лексикографически максиминных стратегий первого игрока в 

игре ηΓ , основанный на использовании утверждений 5.9 и 5.10, может быть организован 

следующим образом. 

Шаг 0. 

1). Формируется множество 

}))(1(max))(1(|)1({
)1(

SGSGVS η
VS

η


= , 

т. е. множество )1(ηV . 
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2). В случае, если )1(ηV  – одноэлементно, справедливым оказывается равенство 

)1()1( 
ηη VL =  

– на этом процесс завершается. 

3). Формируется множество 
1B , равное )1(cV   при 1=m , и равное )1(pV   при 

2m . При этом в случае, если 2m , процесс формирования 
1B  начинается с построения 

последовательности стратегий из )1(ηV , в которой (имеется в виду в 

последовательности) с возрастанием номера элемента стоимость соответствующей 

стратегии не уменьшается, и пусть при этом для реализации упорядочения используется 

метод вставки. 

4). В случае, если 
1B  – одноэлементно, справедливым оказывается равенство 

1)1( BLη =  

– на этом процесс завершается. 

5). Для каждого 
1BS  определяются: множество )(0 SΑ , равное )2(ηV , и элемент 

)(0 Sα  из )(0 SΑ , равный )1,...,1( 
m

. 

6). Осуществляется переход к выполнению шага 1. 

Шаг k  ( ̂1  k ). Здесь и далее ̂  – обозначение значения разности 1)1( −+ m . 

1). Для каждого kBS  в множестве )(SΑk , равном разности 

})({\)( 11 SαSΑ kk −− , 

отыскивается некоторый элемент )(Sαk , удовлетворяющий условию 

),)(1(min))(,)(1(
)(

aSJSαSJ
SΑa

k
k

= . 

2). Формируется множество 1+kB , равное 

}))(,)(1(max))(,)(1(|{ SαSJSαSJBS k
BS

kk
k

= . 

Предполагается, что формирование этого множества реализуется в рамках того же цикла, 

в котором осуществляется перебор стратегий S  из kB  в предыдущем пункте данного 

шага. 

3). В случае, если 1+kB  – одноэлементно, справедливым оказывается равенство 

1)1( += kη BL  

– на этом процесс завершается, в противном случае осуществляется переход к 

выполнению шага 1+k . 

Шаг ̂ . 

1). Для каждого ̂BS   определяются: множество )(ˆ S , равное разности 

})({\)( 1ˆ1ˆ SS −−   , 

и элемент )(ˆ S , совпадающий с единственным элементом множества )(ˆ S  

(нетрудно убедиться, что в )(ˆ S  всего один элемент). 
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2). Формируется множество 1ˆ+B , равное 

}))(,)(1(max))(,)(1(|{ ˆˆˆ
ˆ

SSJSSJBS
BS

 


= . 

Оказывается, что 

1ˆ)1( +=  BL . 

Выполнение процесса завершается. 

Представленный способ отыскания множества )1(ηL  (основанный на 

использовании утверждений 5.9 и 5.10; пусть это будет способ I ) сравним со способом 

(называемым далее способом II ), который на использовании утверждений 5.9 и 5.10 не 

основывается. 

Описания способов I  и II  отличаются друг от друга лишь описанием шага 0 . 

Приведём описание шага 0  для способа II . 

Шаг 0 (для способа II ). 

1). Формируется множество 

}))(1(max))(1(|)1({
)1(

SGSGVS η
VS

η


= , 

т. е. множество )1(ηV . 

2). В случае, если )1(ηV  – одноэлементно, справедливым оказывается равенство 

)1()1( 
ηη VL =  

– на этом процесс завершается. 

3). Определяется множество 
1B , равное )1(ηV . 

4). Для каждого 
1BS  определяются: множество )(0 SΑ , равное )2(ηV , и элемент 

)(0 Sα  из )(0 SΑ , равный )1,...,1( 
m

. 

5). Осуществляется переход к выполнению шага 1. 

Введём ряд обозначений: 

Q  – количество операций сравнения, выполняемых при реализации способа I  

(здесь и далее – при определении аналогичных количеств – в число учитываемых 

операций в том числе входят и те операции, при выполнении которых значение 

управляющей переменной какого-либо цикла сравнивается с пороговым значением для 

данной переменной); 

Q   – количество операций сравнения, выполняемых при реализации способа II ; 

kQ , }1,0{k , – количество операций сравнения, выполняемых на шаге k  при 

реализации способа I ; 

kQ  , }1,0{k , – количество операций сравнения, выполняемых на шаге k  при 

реализации способа II ; 

)3(0Q  – количество операций сравнения, выполняемых при реализации пункта 3 

шага 0 способа I ; 

̂,2
Q  – количество операций сравнения, выполняемых после реализации шага 1 

способа I ; 
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̂,2
Q   – количество операций сравнения, выполняемых после реализации шага 1 

способа II ; 

μ  – число элементов в множестве )1(ηV ; 

ν  – число элементов в множестве )1(cV  , если 1=m , и в множестве )1(pV  , если 

2m ; 

δ  – значение, равное νμ - . 

Рассмотрим такой случай: допустим, при реализации способа I  выполненными 

оказываются шаг 0 и шаг 1 и в конце шага 1 осуществляется переход к выполнению 

шага 2. Нетрудно убедиться в том, что в этом случае и при реализации способа II  

выполненными оказываются шаг 0 и шаг 1 и в конце шага 1 осуществляется переход к 

выполнению шага 2. 

Также нетрудно убедиться, что в рассматриваемом случае справедливыми 

оказываются соотношения 

.

,

,

,

ˆ,2ˆ,2

)3(000

ˆ,210

ˆ,210







QQ

QQQ

QQQQ

QQQQ



+=

++=

++=

 

Из данных соотношений достаточно просто получается следующее неравенство 

                                                    11)3(0 QQQQQ −+−− ,                                             

(6.1) 

а уже отсюда – неравенство, где количество Q  оценивается сверху значением 

некоторого выражения, 

                                                     11)3(0 QQQQQ −++ .                                              (6.2) 

Нетрудно убедиться в том, что 
11 QQ  , а следовательно, 011 − QQ . Отсюда и из (6.2) 

получаем, что 

                                                             )3(0QQQ + ,                                                      (6.3) 

т. е., если Q  и оказывается больше Q  , то не более чем на )3(0Q . 

Допустим, 2m . 

Проведя ряд соответствующих рассуждений, можно убедиться в справедливости 

таких неравенств 

                                                2)2()2( 2
)3(0 −−−+ μmμmQ ,                                        

(6.4) 

                                                           1)1(21 −+ νηQ m
,                                                   

(6.5) 

                                                          μμηQ m −+ )1(21 .                                                  (6.6) 

Из (6.3) и (6.4), очевидно, следует, что 

2)2()2( 2 −−−++ μmμmQQ , 

т. е., если Q  и оказывается больше Q   (при 2m ), то не более чем на 

2)2()2( 2 −−−+ μmμm . 
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Из соотношений (6.1), (6.4) - (6.6), а также из того, что δνμ =- , достаточно 

просто получается, что 

)3)2(()3)1(2( 2 μμmμmδηQQ m ++−+++− , 

т. е., если Q  оказывается меньше Q  , то разница между Q  и Q   (т. е. значение 

QQ  - ) будет не меньше значения выражения 

                                           )3)2(()3)1(2( 2 μμmμmδη m ++−+++                                     

(6.7) 

и в связи с этим (при некоторых значениях величин η , m , μ  и δ ) может оказаться 

довольно существенной: так, например, при 9=η , 10=m , 3=μ  и 1=δ  значение 

выражения (6.7) будет равно 19 999 999 916, и, следовательно, разница между Q  и Q   

(т. е. значение QQ  - ) будет не меньше 19 999 999 916. 

7. Заключение 

Итак, для исследуемой игры ηΓ  (моделирующей процесс закупки средств защиты 

для компьютерной системы) предложен способ отыскания всех лексикографически 

максиминных стратегий первого игрока – игрока, ответственного за обеспечение 

безопасности компьютерной системы. Особенностью предложенного способа является 

то, что после построения множества )1(ηV  максиминных стратегий первого игрока в игре 

ηΓ  процедура поиска лексикографически максиминных стратегий (основанная, в 

частности, на применении утверждения 4.2 и определений отношений )1(
l
η  и )1(l

~η ) в 

качестве базового множества использует не множество )1(ηV , а подмножество этого 

множества, совпадающее с пересечением множества )1(ηV  и множества )1(ηN  

недоминируемых стратегий первого игрока в игре ηΓ . Такой подход, несмотря на 

издержки, связанные с построением вышеупомянутого подмножества, позволяет в 

определённых случаях не только компенсировать указанные издержки, но и довольно 

существенно сократить объём вычислений, связанный с поиском стратегий из )1(ηL . 
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