
Моделирование, оптимизация и информационные технологии /  
Modeling, Optimization and Information Technology  

2025;13(2) 
https://moitvivt.ru 

 

© Берсенев К.А., Огородникова О.М., Огородников А.И., 2025  1 | 11 
 

УДК 004.94:62-529 
DOI: 10.26102/2310-6018/2025.49.2.012 

Моделирование траектории шестиосевого манипулятора в 
технологии аддитивной печати древовидной фрактальной 

структуры  
К.А. Берсенев1,2, О.М. Огородникова1, А.И. Огородников1 

1Уральский федеральный университет имени первого Президента России Б.Н. Ельцина,  
 Екатеринбург, Российская Федерация 

2Институт физики металлов имени М.Н. Михеева Уральского отделения Российской 
академии наук, Екатеринбург, Российская Федерация 

Резюме. Быстрое развитие аддитивных технологий в полной мере поднимает вопросы создания 
и реализации оптимальных биоподобных конструкций, снимая ряд технологических 
ограничений на геометрию и формообразование обрабатываемых поверхностей. В статье 
представлены результаты разработки алгоритмического обеспечения системы управления 
шарнирным роботом в составе технологического оборудования для объемной печати деталей 
способом наплавки. Для несплошного наполнения внутреннего объема деталей выбрана 
биоподобная древовидная структура, которая формально описана с помощью фрактала в задаче 
планирования траектории. Геометрия объекта печати представлена в цилиндрической системе 
координат, что позволяет составить послойную траекторию из концентрических окружностей с 
упрощенной процедурой пересчета координат. Результаты выполненной работы являются 
частью программно-аппаратного комплекса в составе роботизированной ячейки для 
изготовления деталей из термопластической проволоки PLA и ABS. Планирование траектории 
выполняется в симуляторе, программный код которого написан на языке С и обращается к 
функциям свободно распространяемой библиотеки Raylib для выполнения математических 
операций с векторами, матрицами и кватернионами. Движение робота по запланированной 
траектории осуществляется под управлением микроконтроллера STM32H743VIT6 с 
операционной системой реального времени Free RTOS.   
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Abstract. Currently, the widespread use of additive technologies fully raises the issues of creating and 
implementing optimal bio-inspired designs, because a number of technological restrictions on the 
geometry and shaping of surfaces are removed. This article presents the results of developing control 
system algorithms that take into account the operation of an articulated robot as part of technological 
equipment for multi-axis printing of parts by the fusion deposition method. For non-solid filling of the 
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internal volume of parts, a bio-inspired tree-like structure was chosen, which was formally described 
using a fractal in the trajectory planning problem. The geometry of the printed object is presented in a 
cylindrical coordinate system, based on which it is possible to create a layer-by-layer trajectory with a 
set of concentric circles using a simplified procedure for recalculating coordinates. The results of the 
work performed are part of a hardware and software complex in a robotic cell for manufacturing parts 
from PLA and ABS thermoplastics. The trajectory planning is carried out in a simulator, the program 
code of which is written in the C language and refers to the functions of the Raylib library to perform 
mathematical operations with vectors, matrices and quaternions. The robot's movement along the 
planned trajectory is controlled by the STM32H743VIT6 microcontroller with the Free RTOS real-time 
operating system.   

Keywords: additive manufacturing, bio-inspired structures, tree-like fractal, six-axis articulated robot, 
kinematics simulation, trajectory planning.  

For citation: Bersenev K.A., Ogorodnikova O.M., Ogorodnikov A.I. Simulation of trajectory for 
additive printing of tree-like fractal structure with a six-axis robot. Modeling, Optimization and 
Information Technology. 2025;13(2). (In Russ.). URL: https://moitvivt.ru/ru/journal/pdf?id=1865 DOI: 
10.26102/2310-6018/2025.49.2.012 

Введение 
Современные методы аддитивного производства стремительно развиваются, 

расширяя границы возможностей в проектировании и технологической реализации 
сложных геометрических объектов и структур [1]. Традиционные послойные методы 3D-
печати, основанные на планарном перемещении экструдера в горизонтальных 
плоскостях, хорошо зарекомендовали себя при изготовлении деталей с простой 
топологией, но накладывают гравитационные ограничения на формообразование 
комплексных и свободно нависающих поверхностей [2]. Одним из возможных способов 
преодолеть обозначенную проблему является усложнение пространственных движений 
в процессе печати за счет шарнирного робота, что позволит реализовать системой 
управления непланарные траектории [3].  

Большой интерес при разработке непланарных траекторий для несущих 
конструкций представляют такие математические объекты, как древовидные фракталы, 
которые находят применение в инженерии [4], биомедицине [5], архитектуре [6] и 
функциональном дизайне [7]. Соответствующие биоподобные фрактальные структуры 
имитируют в технических системах ветвящиеся деревья с их способностью 
оптимизировать распределение внешней силовой нагрузки [8], обеспечивать большую 
динамическую площадь опоры и равномерно распределять внутренние усилия [9]. При 
переносе принципов построения древовидных структур в аддитивное производство [10] 
можно получать самостабилизирующиеся механические системы, в которых нагрузка от 
верхнего уровня равномерно распределяется через сеть ветвей к основанию, обеспечивая 
равнопрочность и устойчивость без избыточного количества материала [11]. 

Аддитивные технологии позволяют создавать древовидные структуры с высокой 
степенью точности, однако их реализация с помощью традиционных методов 
послойного наплавления затруднена из-за геометрических ограничений процесса [12]. 
Одним из решений является роботизированное выращивание [13], что позволяет 
изменять ориентацию экструдера в процессе печати, адаптируя его траекторию к 
сложной геометрии объекта без жесткой привязки к горизонтальным слоям [14]. При 
планировании адаптируемой пространственной траектории [15] возникает 
необходимость производить сложные матричные вычисления для преобразования 
координат в системе управления робота [16] с учетом кинематических возможностей 
манипулятора и относительного положения экструдера. 

Целью данной работы является создание математического и алгоритмического 
обеспечения для планирования пространственной траектории движения шестиосевого 
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манипулятора, реализующего технологию аддитивной печати древовидной фрактальной 
структуры. 

Методология 
Нами изготовлена авторская роботизированная ячейка [17] для печати деталей из 

пластика, в которой стол принтера подвижен и закреплен на механическом интерфейсе 
шестиосевого манипулятора, при этом печатная головка неподвижно зафиксирована на 
несущей раме. Система управления движениями робота в процессе печати построена на 
микроконтроллере STM32H743VIT6 [18] с операционной системой реального времени 
FreeRTOS [19]. Для планирования траектории создан симулятор, программный код 
которого написан на языке C с использованием свободно распространяемой библиотеки 
Raylib. Симулятор позволяет визуализировать траекторию движения манипулятора. 

Кинематическая модель шестиосевого манипулятора 
Шестиосевой манипулятор, используемый в данной работе, представляет собой 

последовательную кинематическую цепь, каждый элемент которой определяет 
положение и ориентацию выходного звена. Движение звеньев манипулятора можно 
описать с помощью параметров Денавита-Хартенберга, которые представлены в 
Таблице 1. Четыре параметра однозначно задают пространственное положение звеньев 
и шарниров: 𝑎𝑎𝑖𝑖 – длина звена вдоль оси 𝑥𝑥; 𝛼𝛼𝑖𝑖 – поворот звена вокруг оси 𝑥𝑥; 𝑑𝑑𝑖𝑖 – смещение 
вдоль оси 𝑧𝑧; 𝜃𝜃𝑖𝑖 – угол поворота вокруг оси 𝑧𝑧. На Рисунке 1 показана схема шестиосевого 
манипулятора в исходном калибрующем положении. 

Таблица 1 – Параметры Денавита-Хартенберга для звеньев шестиосевого манипулятора 
Table 1 – Denavit-Hartenberg parameters for links of a six-axis manipulator 

Звено, i 𝑎𝑎𝑖𝑖 (мм) 𝛼𝛼𝑖𝑖 (рад) 𝑑𝑑𝑖𝑖 (мм) 𝜃𝜃𝑖𝑖 (рад) 
1 𝑎𝑎1 𝜋𝜋/2 𝑑𝑑1 𝜃𝜃1∗ 
2 𝑎𝑎2 0 0 𝜃𝜃2∗ 
3 0 𝜋𝜋/2 0 𝜃𝜃3∗ + 𝜋𝜋/2  
4 0 −𝜋𝜋/2 𝑑𝑑4 𝜃𝜃4∗ 
5 0 𝜋𝜋/2 0 𝜃𝜃5∗ 
6 0 0 𝑑𝑑6 𝜃𝜃6∗ 

 
Рисунок 1 – Кинематическая схема и параметры Денавита-Хартенберга шестиосевого 

шарнирного манипулятора 
Figure 1 – Kinematic diagram and parameters of Denavit-Hartenberg for six-axis articulated 

manipulator 
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При планировании траектории рассматривается относительное расположение 
двух систем координат, связанных с основанием X0Y0Z0 (базовая система) и выходным 
звеном X6Y6Z6. Для каждого звена i выполняется переход от системы XiYiZi к системе 
следующего звена Xi+1Yi+1Zi+1, который можно описать однородной матрицей 
преобразования: 

 

 𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖+1 = � 

𝑐𝑐𝜃𝜃𝑖𝑖 −𝑠𝑠𝜃𝜃𝑖𝑖𝑐𝑐𝛼𝛼𝑖𝑖 𝑠𝑠𝜃𝜃𝑖𝑖𝑠𝑠𝛼𝛼𝑖𝑖 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑐𝑐𝜃𝜃𝑖𝑖
𝑠𝑠𝜃𝜃𝑖𝑖 𝑐𝑐𝜃𝜃𝑖𝑖𝑐𝑐𝛼𝛼𝑖𝑖 −𝑐𝑐𝜃𝜃𝑖𝑖𝑠𝑠𝛼𝛼𝑖𝑖 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑠𝑠𝜃𝜃𝑖𝑖
0 𝑠𝑠𝛼𝛼𝑖𝑖 𝑐𝑐𝛼𝛼𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑖𝑖
0 0 0 1

 �, (1) 

 
где для упрощения представления тригонометрических функций в записи матрицы 
использованы символы 𝑠𝑠 и 𝑐𝑐 вместо 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 и 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠, соответственно. 

Для определения положения рабочего органа, прикрепленного к фланцу 
выходного звена, необходимо выполнить произведение матриц преобразования для всех 
звеньев от основания к выходному звену: 

 𝑇𝑇60 = ∏ 𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖+15
𝑖𝑖=0 . (2) 

С учетом технической возможности реализовать движения в механизмах при 
планировании траектории необходимо ввести ограничения на углы поворота 𝜃𝜃𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖 ≤
𝜃𝜃𝑖𝑖 ≤ 𝜃𝜃𝑚𝑚𝑎𝑎𝑎𝑎,𝑖𝑖, угловые скорости �̇�𝜃𝑖𝑖 ≤ �̇�𝜃𝑚𝑚𝑎𝑎𝑎𝑎,𝑖𝑖 и ускорения �̈�𝜃𝑖𝑖 ≤ �̈�𝜃𝑚𝑚𝑎𝑎𝑎𝑎,𝑖𝑖. Из наложенных 
ограничений следуют требования к дискретизации и плавности движения по траектории, 
которые также необходимо учитывать в алгоритме формирования движения. 

Математическая модель траектории типа фрактального дерева 
В данной работе рассматривается биоподобный метод построения 

пространственной траектории типа фрактального дерева для шестиосевого 
манипулятора, перемещающего платформу в технологическом процессе аддитивной 
печати. В отличие от планарных траекторий при традиционной послойной печати 
предлагаемый метод разрешает движение по концентрическим окружностям в 
соответствии с изменением угловой координаты и снижает необходимость в 
поддерживающих структурах, формируя разветвленные объекты с высокой степенью 
детализации. 

Предложенный метод инспирирован биологическим процессом роста растений от 
меристем – специальных клеток, способных делиться и обеспечивать направленный 
прирост живой массы. Апикальная меристема на кончике стебля или ветви задает 
удлинение растения по оси стебля (осевая координата), при этом латеральные меристемы 
на боковой поверхности задают утолщение стебля (радиальная координата).  

Фрактальное дерево алгоритмически задается рекурсивной процедурой 
ветвления, когда родительская ветвь при перемещении в положительном направлении 
осевой координаты делится на несколько дочерних ветвей меньшего диаметра 
(Рисунок 2).  
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Рисунок 1 – Схема ветвления фрактального дерева и наплавления материала при аддитивной 

печати 
Figure 2 – Scheme of fractal tree branching and material deposition during additive printing  

Каждую ветвь фрактала можно описать в цилиндрической системе координат, 
связанной с ее родительской ветвью. Алгоритм планирования траектории устанавливает 
последовательность действий, которые задают положение и ориентацию каждой ветви в 
соответствии с рекурсивной моделью перехода на следующий уровень фрактала, а также 
преобразуют локальные координаты ветвей в неподвижную глобальную систему. 

Рекурсивный алгоритм ветвления для планирования фрактальной траектории 
получает следующие входные данные: 

1) Общее число уровней ветвления 𝑁𝑁; 
2) Число порождаемых каждой родительской ветвью дочерних ветвей 𝐵𝐵𝑖𝑖 на 

уровне 𝑠𝑠 ∈ [1;𝑁𝑁]; 
3) Длина каждой ветви 𝐿𝐿𝑖𝑖 на уровне 𝑠𝑠. При этом 𝐿𝐿𝑖𝑖 = 𝐿𝐿1𝛾𝛾𝐿𝐿𝑖𝑖−1, где 𝛾𝛾𝐿𝐿 < 1 –

коэффициент масштабирования; 
4) Радиус ветви 𝑅𝑅𝑖𝑖 на уровне 𝑠𝑠. При этом 𝑅𝑅𝑖𝑖 = 𝑅𝑅1𝛾𝛾𝑅𝑅𝑖𝑖−1, где 𝛾𝛾𝑅𝑅 < 1 – коэффициент 

масштабирования; 
5) Угол отклонения 𝜙𝜙𝑖𝑖+1,𝑖𝑖 дочерней ветви 𝑠𝑠 на уровне 𝑠𝑠 + 1 относительно 

родительской с начальным условием для первой ветви 𝜙𝜙𝑖𝑖+1,𝑖𝑖=1 = 0; 
6) Угол поворота 𝜓𝜓𝑖𝑖+1,𝑖𝑖 дочерней ветви 𝑠𝑠 вокруг родительской, для первой ветви 

𝜓𝜓𝑖𝑖+1,𝑖𝑖=1 = 0, при этом в силу симметричности фрактала для остальных ветвей 𝜓𝜓𝑖𝑖+1,𝑖𝑖+1 =
= 2𝜋𝜋(𝑠𝑠 − 1) 𝐵𝐵𝑖𝑖+1⁄ . 

Объемную геометрию объекта печати и траекторию движения робота можно 
представить цилиндрическими координатами (𝜌𝜌,𝜑𝜑, 𝑧𝑧), где 𝜌𝜌 – радиальная координата 
точки, 𝜑𝜑 – угловая координата, 𝑧𝑧 – осевая координата. Поскольку двигатели шарнирного 
манипулятора управляются в декартовой системе, необходимо выполнить 
преобразование координат для дальнейшего вычисления углов поворота решением 
обратной задачи кинематики: 
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 �
 𝑥𝑥𝑘𝑘 = 𝜌𝜌𝑘𝑘 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠(𝜑𝜑𝑘𝑘) ,
 𝑦𝑦𝑘𝑘 = 𝜌𝜌𝑘𝑘 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜑𝜑𝑘𝑘) , 𝜑𝜑 = [0, 2𝜋𝜋]
 𝑧𝑧𝑘𝑘 = 𝑧𝑧𝑘𝑘

. (3) 

В алгоритме рекурсивного формирования фрактального дерева отдельную ветвь 
можно описать отрезком в локальной системе координат, в которой ось 𝑧𝑧 совпадает с 
направлением ветви. Для некоторой ветви на уровне 𝑠𝑠 с индексом 𝑗𝑗 введём однородную 
матрицу преобразования: 

 𝑇𝑇𝑖𝑖
𝑗𝑗 = �𝑅𝑅𝑖𝑖

𝑗𝑗 𝑃𝑃𝑖𝑖
𝑗𝑗

0 1
�, (4) 

где 𝑅𝑅𝑖𝑖
𝑗𝑗 ∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆(3) – матрица поворота, имеющая единичный определитель и задающая 

ориентацию ветви в ортогональной глобальной системе трехмерного пространства,  
𝑃𝑃𝑖𝑖
𝑗𝑗 ∈ ℝ3 – координаты начала ветви.  

Соответственно, каждая ветвь длиной 𝐿𝐿𝑖𝑖 начинается в точке 𝑃𝑃𝑠𝑠𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑇𝑇𝑖𝑖
𝑗𝑗 ⋅

[0 0 0 0]𝑇𝑇 и заканчивается в точке 𝑃𝑃𝑒𝑒𝑖𝑖𝑛𝑛 = 𝑇𝑇𝑖𝑖
𝑗𝑗 ⋅ [0 0 𝐿𝐿𝑖𝑖 0]𝑇𝑇. 

Родительская ветвь порождает дочерние ветви следующим образом. Пусть 
имеется ветвь на уровне 𝑠𝑠 с матрицей преобразования 𝑇𝑇𝑖𝑖

𝑗𝑗. Для каждой дочерней ветви с 
индексом 𝑠𝑠 на уровне 𝑠𝑠 + 1 введем преобразование: 

 𝑇𝑇𝑖𝑖+1
𝑖𝑖,𝑗𝑗 = 𝑇𝑇𝑖𝑖

𝑗𝑗 ⋅ 𝑇𝑇𝑡𝑡𝑡𝑡𝑎𝑎𝑖𝑖𝑠𝑠(𝐿𝐿𝑖𝑖) ⋅ 𝑇𝑇𝑡𝑡𝑟𝑟𝑡𝑡�𝜙𝜙𝑖𝑖+1,𝑖𝑖 ,𝜓𝜓𝑖𝑖+1,𝑖𝑖�, (5) 

где 𝑇𝑇𝑡𝑡𝑡𝑡𝑎𝑎𝑖𝑖𝑠𝑠(𝐿𝐿𝑖𝑖) = 𝐸𝐸4×4[0 0 𝐿𝐿𝑖𝑖 0]𝑇𝑇 – перенос вдоль оси родительской ветви, 𝑇𝑇𝑡𝑡𝑟𝑟𝑡𝑡(𝜙𝜙,𝜓𝜓) =
= 𝑅𝑅𝑧𝑧(𝜓𝜓)𝑅𝑅𝑎𝑎(𝜙𝜙) – поворот для задания ориентации дочерней ветви: 

𝑅𝑅𝑧𝑧(𝜓𝜓𝑖𝑖) = � 
cos(𝜓𝜓𝑖𝑖) − sin(𝜓𝜓𝑖𝑖) 0
sin(𝜓𝜓𝑖𝑖) cos(𝜓𝜓𝑖𝑖) 0

0 0 1
 �, 

 𝑅𝑅𝑎𝑎(𝜙𝜙𝑖𝑖) = � 
1 0 0
0 cos(𝜙𝜙𝑖𝑖) − sin(𝜙𝜙𝑖𝑖)
0 sin(𝜙𝜙𝑖𝑖) cos(𝜙𝜙𝑖𝑖)

 �, (6) 

𝑇𝑇𝑡𝑡𝑟𝑟𝑡𝑡(𝜙𝜙,𝜓𝜓) =

⎣
⎢
⎢
⎡
𝑐𝑐𝜓𝜓 −𝑐𝑐𝜙𝜙𝑠𝑠𝜓𝜓 𝑠𝑠𝜙𝜙𝑠𝑠𝜓𝜓 0
𝑠𝑠𝜓𝜓 𝑐𝑐𝜙𝜙𝑐𝑐𝜓𝜓 −𝑐𝑐𝜓𝜓𝑠𝑠𝜙𝜙 0
0 𝑠𝑠𝜙𝜙 𝑐𝑐𝜙𝜙 0
0 0 0 1⎦

⎥
⎥
⎤
. 

Таким образом, рекурсивное построение фрактального дерева осуществляется 
посредством последовательного применения однородных преобразований, задающих 
положение и ориентацию каждой ветви. 

Дискретизация сечения ветви фрактального дерева определяет технологический 
шаг наплавления материала. Обозначим через 𝛿𝛿 толщину одного слоя печати, также 
равную диаметру сечения элементарного тора, получаемого при экструзии термопласта. 
Для каждой ветви уровня 𝑠𝑠 длиной 𝐿𝐿𝑖𝑖 введем положение сечений 𝑠𝑠 вдоль оси ветви с 
шагом 𝛿𝛿 так, что первое сечение расположено на расстоянии 𝑠𝑠1 = 𝛿𝛿 2⁄  от начала ветви, 
тогда: 
 𝑠𝑠𝑖𝑖 = 𝛿𝛿

2
+ (𝑠𝑠 − 1)𝛿𝛿, 𝑠𝑠 = 1,2, …𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒, (7) 

где 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒 = 𝐿𝐿𝑖𝑖 𝛿𝛿⁄  – число сечений (слоёв). Каждое сечение расположено в плоскости, 
нормальной к оси ветви, т. е. в локальной системе координат ветви с осью 𝑧𝑧 вдоль 
направления ветви. 
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Каждое сечение рассматриваемой ветви имеет форму круга с центром в оси ветви 
и радиусом 𝑅𝑅𝑖𝑖. При печати на слое ветви материал экструдируется и наплавляется по 
траекториям, соответствующим концентрическим окружностям, каждая из которых 
является осью симметрии тора с поперечным сечением диаметра 𝛿𝛿. Тогда количество 
концентрических окружностей 𝑁𝑁𝑡𝑡𝑟𝑟𝑡𝑡 будет определяться как 𝑁𝑁𝑡𝑡𝑟𝑟𝑡𝑡 = 𝑅𝑅𝑖𝑖/𝛿𝛿. 

Для каждой концентрической окружности с индексом 𝑘𝑘 в составе траектории на 
слое ветви ее радиус будет равен: 

 𝜌𝜌𝑘𝑘 = (2𝑘𝑘 − 1) 𝛿𝛿
2

, 𝑘𝑘 = 1,2, …𝑁𝑁𝑡𝑡𝑟𝑟𝑡𝑡. (8) 

Допустим, что задается расстояние ∆𝑙𝑙 между соседними точками по дуге 
концентрической окружности. Оптимальный выбор 𝛥𝛥𝑙𝑙 позволяет обеспечить баланс 
между точностью печати и вычислительной сложностью фрактального алгоритма. 
Зададим количество точек 𝑠𝑠𝑘𝑘 на окружности с радиусом 𝜌𝜌𝑘𝑘 и угловой шаг ∆𝜑𝜑𝑘𝑘 между 
точками:  

 𝑠𝑠𝑘𝑘 = 2𝜋𝜋𝜌𝜌𝑘𝑘 ∆𝑙𝑙⁄ , (9) 

∆𝜑𝜑𝑘𝑘 = 2𝜋𝜋/𝑠𝑠𝑘𝑘. 

Тогда координаты точек в плоскости сечения на окружности 𝑘𝑘 вычисляются: 

 �𝑥𝑥𝑘𝑘
(𝑚𝑚) = 𝜌𝜌𝑘𝑘 cos(𝑚𝑚∆𝜑𝜑𝑘𝑘) , 𝑚𝑚 = 1,2, …𝑠𝑠𝑘𝑘,

𝑦𝑦𝑘𝑘(𝑚𝑚) = 𝜌𝜌𝑘𝑘 sin(𝑚𝑚∆𝜑𝜑𝑘𝑘) , 𝑚𝑚 = 1,2, …𝑠𝑠𝑘𝑘. (40) 

Далее можем выполнить преобразование координат точек траектории из 
локальной системы координат в глобальную. Для каждой ветви на уровне 𝑠𝑠 с 
однородной матрицей преобразования 𝑇𝑇𝑖𝑖

𝑗𝑗, определяющей положение и ориентацию 
ветви, сечение, отдаленное на расстояние 𝑠𝑠𝑖𝑖 вдоль оси ветви, описывается матрицей: 

 𝑇𝑇𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒 = 𝑇𝑇𝑖𝑖
𝑗𝑗 ⋅ 𝑇𝑇𝑡𝑡𝑡𝑡𝑎𝑎𝑖𝑖𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑖𝑖), (51) 

где 𝑇𝑇𝑡𝑡𝑡𝑡𝑎𝑎𝑖𝑖𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑖𝑖) = 𝐸𝐸4×4[0 0 𝑠𝑠𝑖𝑖 0]𝑇𝑇. 

Алгоритм формирования траектории типа фрактального дерева 
Формирование траектории движения шестиосевого манипулятора для 

аддитивной печати фрактального дерева представляет собой многоэтапный процесс, 
включающий генерацию точек печати, решение обратной задачи кинематики и 
оптимизацию движения с учетом динамических ограничений.  

1 этап – введение структурных и технологических параметров. Определяются 
геометрические характеристики фрактального дерева, включая число уровней, длины 
ветвей и углы отклонения дочерних сегментов. Задаются параметры печати, такие как 
шаг по высоте и минимальное расстояние между соседними точками, а также вводятся 
ограничения манипулятора, включая предельные углы поворота звеньев и 
максимальную скорость движения. 

2 этап – планирование траектории. Осуществляется генерация точек траектории 
в цилиндрической системе координат, что позволяет экономно описывать радиально 
расходящиеся ветви фрактального дерева. Для каждого уровня вычисляются координаты 
точек на концентрических окружностях, после чего производится разбиение 
окружностей на дискретные точки с равномерным угловым шагом. Полученные 
координаты затем трансформируются в декартову систему, необходимую для 
управления движением манипулятора. 
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3 этап – решение обратной задачи кинематики. Для каждой точки траектории 
вычисляются углы поворота всех шести звеньев манипулятора. Это достигается методом 
последовательных однородных преобразований, в результате которых рассчитываются 
необходимые угловые положения каждого шарнира. При этом проверяется соблюдение 
ограничений на максимальные углы поворота звеньев и их физическую реализуемость. 
В случае обнаружения недопустимых значений выполняется корректировка координат 
или параметров движения. 

4 этап – оптимизация движения с учётом динамических ограничений системы. 
Оптимизация включает расчет временных интервалов между точками траектории для 
обеспечения плавности движения, минимизации рывков и предотвращения 
механических колебаний. Корректируется скорость перемещения между точками, 
которая не должна не превышать заданные ограничения по ускорению манипулятора. 

5 этап – передача рассчитанных параметров в систему управления 
манипулятором. Данные о траектории и маршруте, включая последовательность 
координатных точек, углы поворота звеньев и временные интервалы движения, 
передаются в контроллер. По мере выполнения процесса печати производится проверка 
завершения каждого слоя. При достижении конца слоя манипулятор выполняет 
смещение платформы по оси 𝑧𝑧 на заданный шаг, после чего алгоритм повторяется для 
следующего уровня структуры. После завершения последнего уровня фрактального 
дерева процесс печати завершается.  

Алгоритм планирования траектории исследован и верифицирован в 
вычислительных экспериментах с использованием симулятора, написанного на языке C 
на базе свободно распространяемой библиотеки Raylib. На Рисунке 3 представлена 
визуализации траектории движения манипулятора в процессе печати фрактальной 
древовидной структуры. 

 
а) 

 
б) 
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в) 

Рисунок 3 – Траектория движения робота при формировании древовидной фрактальной 
структуры: а – родительская ветвь; б – дочерняя ветвь; в – два фрактальных уровня 

Figure 3 – Trajectory of the robot’s movement during the formation of a tree-like fractal structure:  
a – parent branch; b – child branch; c – two fractal levels  

Заключение 
С использованием бионических подходов в данной работе разработана методика 

формирования траектории движения шестиосевого манипулятора в технологическом 
процессе аддитивной печати сложных геометрических структур на примере 
фрактального дерева. Геометрическое представление в цилиндрической системе 
координат упрощает процесс расчета траекторных точек печати и обеспечивает 
параметрическое описание структуры растущего дерева. При этом фрактал 
математически описывает первичный рост биологических ветвей из апикальной 
меристемы вдоль осевых линий. В вычислительных экспериментах с применением 
симулятора, написанного на языке С, установлено, что оптимальный шаг дискретизации 
точек траектории должен подбираться с учетом разрешающей способности 
манипулятора и экструдера. Избыточное количество точек увеличивает нагрузку на 
вычислитель, недостаточное количество точек приводит к снижению качества 
наплавления материала. 
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