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Резюме. Математическое моделирование дублированных систем с приоритетом, состоящих их 
разнородных элементов, позволяет получать аналитические выражения для анализа их 
надежности. Однако на практике эти выражения оказываются пригодными для инженерных 
расчетов лишь в частных случаях или для упрощенных моделей. Актуальность исследования 
обусловлена стремлением получить подобные приближенные выражения для полумарковской 
модели с фазовым пространством состояний общего вида. Данная статья посвящена численному 
исследованию характеристик надежности дублированной системы с приоритетным в 
использовании элементом. Ведущим методом исследования является применение алгоритма 
асимптотического фазового укрупнения и предположение о «быстром» восстановлении 
приоритетного элемента к полумарковской модели с фазовым пространством состояний общего 
вида, что, в свою очередь, позволяет получить более общие результаты при произвольных 
распределениях времен безотказной работы и восстановления элементов. В статье получены 
формулы, которые позволяют приближенно вычислять характеристики надежности 
дублированной системы с приоритетом. Оценена погрешность полученных приближенных 
формул в сравнении с точными и известными результатами для различных распределений 
времени безотказной работы и времени восстановления элементов. Материалы статьи 
представляют практическую ценность для инженеров и исследователей, занимающихся 
анализом надежности дублированных технических систем на этапах их проектирования и 
эксплуатации.  
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Abstract. Mathematical modeling of duplicated systems with a priority, consisting of non-homogeneous 
elements, allows for the derivation of analytical expressions for their reliability analysis. However, in 
practice, these expressions prove suitable for engineering calculations only in particular cases or for 
simplified models. The relevance of this research is determined by the aim to obtain such approximate 
expressions for a semi-Markov model with a state space in a general form. This article is devoted to the 
reliability characteristics numerical study of a duplicated system with a priority element. The principal 
research method involves applying the asymptotic phase merging algorithm and the assumption of "fast" 
restoration of the priority element to a semi-Markov model with a state space in a general form. This 
approach, in turn, allows for obtaining more general results under general form distributions of element 
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uptimes and restoration times. The article presents formulas that enable the approximate calculation of 
reliability characteristics for a duplicated system with a priority. The error of the obtained approximate 
formulas is estimated by comparing them with exact and known results for various distributions of 
element uptimes and restoration times. The materials presented in the article are of practical value for 
engineers and researchers involved in the reliability analysis of duplicated technical systems at the stages 
of their design and operation. 

Keywords: duplicated system with priority, approximate reliability characteristics, numerical study, fast 
restoration, probability of failure-free operation. 
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Введение 
Современные исследователи и инженеры сталкиваются с задачей расчета 

надежности технических систем, которые становятся все сложнее и сложнее. С одной 
стороны, разработка более адекватных математических моделей позволяет получить 
точные аналитические выражения для расчета надежности, однако они зачастую 
оказываются непригодными для инженерных расчетов в силу своей вычислительной 
сложности. С другой стороны, использование известных приближенных формул 
позволяет обойти эти вычислительные трудности, однако они, как правило, получены 
лишь для частных случаев или сильно упрощенных математических моделей, что 
поднимает вопрос об их применимости на практике.  

Полумарковские модели с фазовым пространством состояний общего вида [1, 2] 
являются одними из наиболее общих математических моделей, используемых в 
математической теории надежности. Они позволяют получать точные выражения в 
общем виде для вычисления характеристик надежности систем различного назначения 
[3, 4], но практическое применение этих результатов весьма затруднительно. Поэтому 
актуальной является задача нахождения применимых на практике приближенных 
формул для расчета характеристик надежности на основе полумарковской модели.  

Дублирование довольно часто встречается в инженерной практике [5, 6]. Оно 
применяется как для составных частей более сложных систем [7], так и для системы в 
целом, где приоритетным является элемент, выполняющий основную функцию [8]. 
Такой подход широко используется в насосных станциях, электронике, энергетических 
и информационных системах. В качестве резерва могут выступать возобновляемые 
источники энергии, дизель-генераторы, системы хранения энергии и др. Краткое 
описание первых результатов исследований дублированных систем (ДС) можно найти в 
[9]. Математическому моделированию дублированных систем ДС с приоритетом 
посвящено много работ. Проводились исследования восстанавливаемой ДС с 
приоритетом в использовании первого элемента при холодном [10] и горячем [11] 
резервировании. Однако они основывались на предположении об экспоненциальном 
распределении времени до отказа и времени ремонта для обоих элементов системы, что 
значительно ограничивает их практическую применимость. В [12] была 
проанализирована ДС с приоритетом, при условии, что время до отказа и время ремонта 
обоих элементов подчиняются распределениям Вейбулла. В [13] авторы вычислили 
приближенно среднее время безотказной работы двухэлементной системы с 
приоритетом, в предположении, что распределения вероятностей времени работы и 
восстановления могут быть аппроксимированы как смешанное распределение Эрланга. 
ДС с приоритетом первого элемента (как в использовании, так и в ремонте) была изучена 
в [14], при отрицательном экспоненциальном распределении частоты отказов элементов 
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и распределении общего вида восстановления элементов. В [15] исследована ДС из двух 
разнородных элементов и одного восстанавливающего устройства с приоритетом в 
использовании первого элемента. Авторы нашли некоторые показатели надежности, 
предполагая, что распределение времени работы элементов является показательным, а 
распределение времени ремонта имеет произвольное распределение. В [16] построена 
полумарковская модель ДС с приоритетом и найдены аналитические выражения для 
вычисления характеристик надежности при показательных распределениях времени 
работы и времени восстановления элементов системы.  

Целью данной работы является нахождение приближенных выражений для 
вычисления характеристик надежности дублированной системы с приоритетом на 
основе ее полумарковской модели с фазовым пространством состояний общего вида и 
исследование их погрешности.  

Материалы и методы 
Рассматривается система S, состоящая из двух разнородных элементов: 

приоритетного (основного) 𝐾𝐾1 и резервного 𝐾𝐾2, который находится в холодном 
(ненагруженном) резерве. В [16] приводится ее описание и построена полумарковская 
модель с дискретно-непрерывным фазовым пространством [7, 17]. Для случая, когда 
времена безотказной работы и времена восстановления элементов системы имеют 
экспоненциальное распределение, найдено стационарное распределение вложенной 
цепи Маркова (ВЦМ), получены формулы для нахождения стационарных характеристик 
надежности (СХН).  

Для полноты изложения, приводятся некоторые результаты, полученные в [16], 
которые понадобятся в данном исследовании. Времена безотказной работы и 
восстановления элементов 𝐾𝐾1 и 𝐾𝐾2 являются случайными величинами (СВ) 𝛼𝛼𝑖𝑖(𝛽𝛽𝑖𝑖), 
𝑖𝑖 = 1,2����, имеющими функции распределения 𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑡𝑡)�𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑡𝑡)�, соответственно. Предполагается, 
что СВ 𝛼𝛼𝑖𝑖 и 𝛽𝛽𝑖𝑖 независимы и имеют конечные математические ожидания, а также у 
𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑡𝑡)�𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑡𝑡)� существуют плотности 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑡𝑡)�𝑔𝑔𝑖𝑖(𝑡𝑡)�. 

Вероятности переходов ВЦМ имеют вид: 

𝑝𝑝110𝑥𝑥
212𝑦𝑦 = 𝑓𝑓1(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦),𝑦𝑦 > 0;  𝑝𝑝110𝑥𝑥

100𝑦𝑦 = 𝑓𝑓1(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦), 0 < 𝑦𝑦 < 𝑥𝑥;  𝑝𝑝201𝑥𝑥12 = 𝐹𝐹�2(𝑥𝑥), 

  𝑝𝑝201𝑥𝑥
200𝑦𝑦 = 𝑓𝑓2(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦), 0 < 𝑦𝑦 < 𝑥𝑥;  𝑝𝑝100𝑥𝑥

201𝑦𝑦 = 𝑔𝑔1(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦),𝑦𝑦 > 0;  𝑝𝑝100𝑥𝑥
110𝑦𝑦 = 𝑔𝑔1(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦), 0 < 𝑦𝑦 < 𝑥𝑥, 

 𝑝𝑝200𝑥𝑥
110𝑦𝑦 = 𝑔𝑔2(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦),𝑦𝑦 > 0;  𝑝𝑝200𝑥𝑥

201𝑦𝑦 = 𝑔𝑔2(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦), 0 < 𝑦𝑦 < 𝑥𝑥, (1) 

𝑝𝑝01
200𝑦𝑦 = ∫ 𝑔𝑔1(𝑦𝑦 + 𝑡𝑡)𝑓𝑓2(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑∞

0 ,𝑦𝑦 > 0;    𝑝𝑝0112 = ∫ 𝐹𝐹�2(𝑡𝑡)𝑔𝑔1(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑∞
0 , 

𝑝𝑝212𝑥𝑥01 = 1;  𝑝𝑝101 = 1;  𝑝𝑝1201 = 1;  𝐹𝐹�2(𝑡𝑡) = 1 − 𝐹𝐹2(𝑡𝑡). 
 Средние времена пребывания в состояниях равны: 

𝑀𝑀𝜃𝜃1 = 𝑀𝑀𝛼𝛼1,𝑀𝑀𝜃𝜃01 = 𝑀𝑀(𝛽𝛽1 ∧ 𝛼𝛼2) = ∫ 𝐺̅𝐺1(𝑡𝑡)𝐹𝐹�2(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑∞
0 ,𝑀𝑀𝜃𝜃12 = 𝑀𝑀𝛼𝛼1,𝑀𝑀𝜃𝜃212𝑥𝑥 = 𝑥𝑥, 

 𝑀𝑀𝜃𝜃110𝑥𝑥 = 𝑀𝑀(𝛼𝛼1 ∧ 𝑥𝑥) = ∫ 𝐹𝐹�1(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥
0 , 𝑀𝑀𝜃𝜃201𝑥𝑥 = 𝑀𝑀(𝛼𝛼2 ∧ 𝑥𝑥) = ∫ 𝐹𝐹�2(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥

0 , (2) 

𝑀𝑀𝜃𝜃100𝑥𝑥 = 𝑀𝑀(𝛽𝛽1 ∧ 𝑥𝑥) = ∫ 𝐺̅𝐺1(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥
0 , 𝑀𝑀𝜃𝜃200𝑥𝑥 = 𝑀𝑀(𝛽𝛽2 ∧ 𝑥𝑥) = ∫ 𝐺̅𝐺2(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥

0 , 

где ∧ – знак минимума. 
Метод приближенного нахождения характеристик надежности. В ряде случаев 

применяется метод приближенного нахождения СХН среднего стационарного времени 
безотказной работы 𝑇𝑇+ и среднего стационарного времени восстановления 𝑇𝑇−, 
описанный в [1, 4] и состоящий в следующем. 
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Обозначим S – исходная система, S0 – опорная система. В качестве опорной 
системы зачастую выбирается некая высоконадежная система, близкая к исходной.  

Предполагается, что [1, 4]: 
I. S описывается процессом марковского восстановления (ПМВ) {𝜉𝜉𝑛𝑛,𝜃𝜃𝑛𝑛;𝑛𝑛 ≥ 0} и 

соответствующим полумарковским процессом (ПМП) 𝜉𝜉(𝑡𝑡) в измеримом фазовом 
пространстве (𝑋𝑋,𝐵𝐵) с ПМ-ядром  

𝑄𝑄(𝑡𝑡, 𝑥𝑥,𝐵𝐵) = 𝑃𝑃{𝜉𝜉𝑛𝑛+1 ∈ 𝐵𝐵,𝜃𝜃𝑛𝑛+1 ≤ 𝑡𝑡 | 𝜉𝜉𝑛𝑛 = 𝑥𝑥}. 

II. S близка к некоторой S0, эволюция которой описывается ПМВ �𝜉𝜉𝑛𝑛
(0),𝜃𝜃𝑛𝑛

(0);𝑛𝑛 ≥ 0� 
с фазовым пространством 𝑋𝑋(0) ⊂ 𝑋𝑋 с ПМ–ядром 𝑄𝑄(0)(𝑡𝑡, 𝑥𝑥,𝐵𝐵). При этом ВЦМ 
�𝜉𝜉𝑛𝑛

(0);𝑛𝑛 ≥ 0� S0, со стохастическим ядром 𝑃𝑃(0)(𝑥𝑥,𝐵𝐵), – эргодическая со стационарным 
распределением 𝜌𝜌(0)(𝐵𝐵): 

𝜌𝜌(0)(𝐵𝐵) = ∫ 𝑃𝑃(0)(𝑥𝑥,𝐵𝐵)𝜌𝜌(0)(𝑑𝑑𝑑𝑑)𝑋𝑋(0) ,𝜌𝜌�𝑋𝑋(0)� = 1. 

III. Множество состояний 𝑋𝑋 системы S: 

𝑋𝑋 = 𝐸𝐸+ ∪ 𝐸𝐸−, 𝐸𝐸+ ∩ 𝐸𝐸− = ∅. 

При выполнении условий I–III для приближенного вычисления 𝑇𝑇+, 𝑇𝑇− можно 
использовать приближенные формулы [1, 3]: 

 𝑇𝑇+ ≈
�𝜌𝜌(0),𝑚𝑚�1�

�𝜌𝜌(0),𝑃𝑃(𝑟𝑟)1�0�
, 𝑇𝑇− ≈

�𝜌𝜌(0),𝑃𝑃(𝑟𝑟)𝑚𝑚�0�
�𝜌𝜌(0),𝑃𝑃(𝑟𝑟)1�0�

, (3) 

где оператор 𝑃𝑃 определяется равенством: 

 [𝑃𝑃𝑃𝑃](𝑥𝑥) = ∫ 𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑃𝑃(𝑥𝑥,𝑑𝑑𝑑𝑑)𝑋𝑋 ,𝑚𝑚�1(𝑥𝑥) = �𝑚𝑚(𝑥𝑥), 𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸+,
0,   𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸−,   𝑚𝑚�0(𝑥𝑥) = �

0, 𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸+,
𝑚𝑚(𝑥𝑥),𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸−,  

1�0(𝑥𝑥) = �0, 𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸+,
1,   𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸−,   (𝜌𝜌,𝑓𝑓) = ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝜌𝜌(𝑑𝑑𝑑𝑑)𝑋𝑋 , 

где 𝑚𝑚(𝑥𝑥) – среднее время пребывания в состоянии исходной системы, 𝑃𝑃(𝑟𝑟) – r-я степень 
оператора 𝑃𝑃, r – минимальное число шагов, за которое реальная система может перейти 
в подмножество неработоспособных состояний 𝐸𝐸− из состояний, принадлежащих 𝐸𝐸+, 
входящих в эргодический класс 𝑋𝑋(0) системы S0.  

Результаты 

Предположим, что у элемента 𝐾𝐾1 системы S «быстрое» восстановление [18, 1], 
т. е. время восстановления 𝛽𝛽1 зависит от малого параметра 𝜀𝜀 > 0 таким образом, что 

 lim
𝜀𝜀→0

𝑀𝑀𝛽𝛽1
(𝜀𝜀) = 0. (4) 

На Рисунке 1 показана временная диаграмма функционирования системы S0. 
Мгновенные состояния указаны в скобках, а утолщенная линия показывает нахождение 
элемента 2 в холодном резерве. 
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Рисунок 1 – Функционирование опорной системы S0 во времени 

Figure 1 – Functioning of the support system S0 in time 

Фазовое пространство состояний и вероятности переходов ВЦМ �𝜉𝜉𝑛𝑛
(0);𝑛𝑛 ≥ 0� 

опорной системы: 

 𝑋𝑋(0) = {1, 01, 12}, 𝑝𝑝101 = 𝑝𝑝0112 = 𝑝𝑝1201 = 1. (5) 

Стационарное распределение ВЦМ и класс эргодических состояний 𝑋𝑋(0) опорной 
системы S0 имеет вид: 

 𝜌𝜌(0)(01) = 𝜌𝜌(0)(12) = 1
2

, 𝑋𝑋(0) = {01, 12}. (6) 

В силу того, что S может за один шаг (r = 1) перейти во множество 
неработоспособных состояний 𝐸𝐸− из работоспособных состояний 𝐸𝐸+, принадлежащих 
эргодическому классу состояний 𝑋𝑋(0), формулы (3) принимают вид: 

 𝑇𝑇+ ≈
∫ 𝑚𝑚(𝑥𝑥)𝜌𝜌(0)(𝑑𝑑𝑑𝑑)𝐸𝐸+

∫ 𝑃𝑃(𝑥𝑥,𝐸𝐸−)𝜌𝜌(0)(𝑑𝑑𝑑𝑑)𝐸𝐸+

, 𝑇𝑇− ≈
∫ 𝜌𝜌(0)(𝑑𝑑𝑑𝑑)𝑋𝑋 ∫ 𝑚𝑚(𝑦𝑦)𝑃𝑃(𝑥𝑥,𝑑𝑑𝑑𝑑)𝐸𝐸−

∫ 𝑃𝑃(𝑥𝑥,𝐸𝐸−)𝜌𝜌(0)(𝑑𝑑𝑑𝑑)𝐸𝐸+

,   𝐾𝐾Г ≈
𝑇𝑇+

𝑇𝑇++𝑇𝑇−
. (7) 

Определим выражения, входящие в формулы (7). 

 ∫ 𝑃𝑃(𝑥𝑥,𝐸𝐸−)𝜌𝜌(0)(𝑑𝑑𝑑𝑑)𝐸𝐸+
= 1

2 ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑∞
0 ∫ 𝑔𝑔1

(𝜀𝜀)(𝑦𝑦 + 𝑡𝑡)𝑓𝑓2(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑∞
0 =  

 = 1
2 ∫ 𝐺̅𝐺1

(𝜀𝜀)(𝑡𝑡)𝑓𝑓2(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑∞
0 = 1

2
𝑃𝑃�𝛽𝛽1

(𝜀𝜀) > 𝛼𝛼2�. (8) 

Используя (6) и (1)–(2), получим 

 ∫ 𝑚𝑚(𝑥𝑥)𝜌𝜌(0)(𝑑𝑑𝑑𝑑)𝐸𝐸+
= 1

2
�𝑀𝑀𝛼𝛼1 + ∫ 𝐺̅𝐺1

(𝜀𝜀)(𝑡𝑡)𝐹𝐹�2(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑∞
0 � = 1

2
�𝑀𝑀𝛼𝛼1 + 𝑀𝑀�𝛼𝛼2⋀𝛽𝛽1

(𝜀𝜀)��, (9) 

 ∫ 𝜌𝜌(0)(𝑑𝑑𝑑𝑑)𝑋𝑋 ∫ 𝑚𝑚(𝑦𝑦)𝑃𝑃(𝑥𝑥,𝑑𝑑𝑑𝑑)𝐸𝐸−
= 1

2 ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑∞
0 ∫ 𝐺̅𝐺2(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦

0 ∫ 𝑔𝑔1
(𝜀𝜀)(𝑦𝑦 + 𝑡𝑡)𝑓𝑓2(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑∞

0 =  

 = 1
2 ∫ 𝐺̅𝐺2(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑∞

0 ∫ 𝐺̅𝐺1
(𝜀𝜀)(𝑧𝑧 + 𝑡𝑡)𝑓𝑓2(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑∞

0 . (10) 

Следовательно,  

 𝑇𝑇+ ≈ �𝑀𝑀𝛼𝛼1 + 𝑀𝑀�𝛼𝛼2 ⋀𝛽𝛽1
(𝜀𝜀)�� 𝑃𝑃�𝛽𝛽1

(𝜀𝜀) > 𝛼𝛼2�� , (11) 

 𝑇𝑇− ≈ ∫ 𝐺̅𝐺2(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑∞
0 ∫ 𝐺̅𝐺1

(𝜀𝜀)(𝑧𝑧 + 𝑡𝑡)𝑓𝑓2(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑∞
0 𝑃𝑃�𝛽𝛽1

(𝜀𝜀) > 𝛼𝛼2�,�  (12) 
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 𝐾𝐾Г ≈
𝑀𝑀𝛼𝛼1+𝑀𝑀�𝛼𝛼2 ⋀𝛽𝛽1

(𝜀𝜀)�

𝑀𝑀𝛼𝛼1+𝑀𝑀�𝛼𝛼2 ⋀𝛽𝛽1
(𝜀𝜀)�+∫ 𝐺̅𝐺2(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑∞

0 ∫ 𝐺̅𝐺1
(𝜀𝜀)(𝑧𝑧+𝑡𝑡)𝑓𝑓2(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑∞

0
. (13) 

Слагаемое 𝑀𝑀�𝛼𝛼2 ⋀𝛽𝛽1
(𝜀𝜀)� мало в силу условия (4), поэтому формулы (11) и (13) 

примут следующий вид: 

 𝑇𝑇+ ≈ 𝑀𝑀𝛼𝛼1 𝑃𝑃�𝛽𝛽1
(𝜀𝜀) > 𝛼𝛼2�� , (14) 

 𝐾𝐾Г ≈
𝑀𝑀𝛼𝛼1

𝑀𝑀𝛼𝛼1+∫ 𝐺̅𝐺2(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑∞
0 ∫ 𝐺̅𝐺1

(𝜀𝜀)(𝑧𝑧+𝑡𝑡)𝑓𝑓2(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑∞
0

. (15) 

Погрешность полученных приближенных формул. Для анализа погрешности 
приближенных формул (14), (12), (15) сравним их с точными формулами, полученными 
в [16]. Для этого рассмотрим случай, когда времена безотказной работы и 
восстановления элементов 𝐾𝐾1 и 𝐾𝐾2 описываются СВ, имеющими экспоненциальное 
распределение с плотностями 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑡𝑡) = 𝜆𝜆𝑖𝑖𝑒𝑒−𝜆𝜆𝑖𝑖𝑡𝑡, 𝜆𝜆𝑖𝑖 > 0, 𝑔𝑔𝑖𝑖(𝑡𝑡) = 𝜇𝜇𝑖𝑖𝑒𝑒−𝜇𝜇𝑖𝑖𝑡𝑡,𝜇𝜇𝑖𝑖 > 0, 𝑡𝑡 ≥ 0,   
𝑖𝑖 = 1,2. В [16] получены следующие точные формулы для данного случая: 

 𝑇𝑇+ = 𝜇𝜇1𝜇𝜇2(𝜆𝜆1+𝜆𝜆2+𝜇𝜇1+𝜇𝜇2)+𝜆𝜆1𝜇𝜇2(𝜆𝜆1+𝜇𝜇2)+𝜆𝜆1𝜇𝜇1(𝜆𝜆2+𝜇𝜇2)
𝜆𝜆1𝜆𝜆2(𝜆𝜆1+𝜇𝜇2)(𝜇𝜇1+𝜇𝜇2) , (16) 

 𝑇𝑇− = 1
𝜇𝜇1+𝜇𝜇2

, (17) 

 𝐾𝐾Г = 𝜇𝜇1𝜇𝜇2(𝜆𝜆1+𝜆𝜆2+𝜇𝜇1+𝜇𝜇2)+𝜆𝜆1𝜇𝜇2(𝜆𝜆1+𝜇𝜇2)+𝜆𝜆1𝜇𝜇1(𝜆𝜆2+𝜇𝜇2)
𝜆𝜆1𝜆𝜆2(𝜆𝜆1+𝜇𝜇2)+𝜇𝜇1𝜇𝜇2(𝜆𝜆1+𝜆𝜆2+𝜇𝜇1+𝜇𝜇2)+𝜆𝜆1𝜇𝜇2(𝜆𝜆1+𝜇𝜇2)+𝜆𝜆1𝜇𝜇1(𝜆𝜆2+𝜇𝜇2). (18) 

В этом случае приближенные формулы (14), (12), (15) принимают вид:  

 𝑇𝑇+ ≈
𝜆𝜆2+𝜇𝜇1
𝜆𝜆1𝜆𝜆2

, (19) 

 𝑇𝑇− ≈
1

𝜇𝜇1+𝜇𝜇2
, (20) 

 𝐾𝐾Г ≈
(𝜇𝜇1+𝜇𝜇2)(𝜆𝜆2+𝜇𝜇1)

𝜆𝜆1𝜆𝜆2+(𝜇𝜇1+𝜇𝜇2)(𝜆𝜆2+𝜇𝜇1). (21) 

Видно, что в рассматриваемом случае значение приближенной формулы (20) 
совпадает со значением точной формулы (17), поэтому не будем их рассматривать для 
оценки погрешности.  

Замечание 1. Нетрудно убедиться, что в однородном случае значения точных 
формул (16)–(18) совпадают с приближенными (19)–(21), соответственно. Отметим, что 
для ДС с приоритетом, как правило, приоритетный элемент имеет большее время 
безотказной работы, а дублирующий элемент нужен как временное решение. 

Для оценки погрешности приближенных формул рассмотрим следующий пример.  
Пример 1. Предположим, что 𝜆𝜆1 = 0,01, т. е. 𝑀𝑀𝛼𝛼1 = 100 часов; 𝜆𝜆2 = 0,0125, т. е. 

𝑀𝑀𝛼𝛼2 = 80 часов; 𝜇𝜇2 = 0,1, т. е. 𝑀𝑀𝛽𝛽2 = 10 часов. В Таблице 1 приведены результаты 
расчетов СХН по точным формулам (16), (18) и приближенным формулам (19), (21), 
указана их относительная погрешность. 

Из Таблицы 1 видно, что с улучшением условий «быстрого» восстановления 
приоритетного элемента ошибка вычислений по приближенным формулам (19), (21) 
уменьшается и составляет около 2–3 %.  
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Таблица 1 – Погрешность приближенных формул (19), (21)  
Table 1 – Error of approximate formulas (19), (21) 

 𝝁𝝁𝟏𝟏 СХН Точные формулы 
(16), (18) 

Приближенные 
формулы (19), (21) 

Относительная 
погрешность, % 

𝜆𝜆1 = 1/300 
𝜆𝜆2 = 1/75 
𝜇𝜇2 = 0,2 

0,2 𝑇𝑇+, ч. 4687,5 4800,0 2,4 
𝐾𝐾Г 0,999467 0,999479 0,001 

0,5 𝑇𝑇+, ч. 11406,7 11550,0 1,26 
𝐾𝐾Г 0,999875 0,999876 0,0002 

1 𝑇𝑇+, ч. 22516,6 22800,0 1,26 
𝐾𝐾Г 0,999963 0,999963 – 

2 
𝑇𝑇+, ч. 44676.0 45300.0 1,4 
𝐾𝐾Г 0,999990 0,999990 – 

𝜆𝜆1 = 1/400 
𝜆𝜆2 = 1/50 
𝜇𝜇2 = 0,2 

0,2 
𝑇𝑇+, ч. 4225,0 4400,0 4,14 

𝐾𝐾Г 0,999409 0,999432 0,002 

0,5 
𝑇𝑇+, ч. 10247,1 10400,0 1,49 

𝐾𝐾Г 0,999861 0,999863 0,00021 

1 
𝑇𝑇+, ч. 20177,1 20400,0 1,11 

𝐾𝐾Г 0,999959 0,999959 – 

2 
𝑇𝑇+, ч. 39964,1 40400,0 1,09 

𝐾𝐾Г 0,999989 0,999989 – 

𝜆𝜆1 = 1/400 
𝜆𝜆2 = 1/50 
𝜇𝜇2 = 0,1 

0,2 
𝑇𝑇+, ч. 4250,8 4400,0 3,51 

𝐾𝐾Г 0,999216 0,999243 0,00266 

0,5 
𝑇𝑇+, ч. 10179,1 10400,0 2,17 

𝐾𝐾Г 0,999836 0,999840 0,00035 

1 
𝑇𝑇+, ч. 19969,1 20400,0 2,16 

𝐾𝐾Г 0,999954 0,999955 0,0001 

2 
𝑇𝑇+, ч. 39500,6 40400,0 2,28 

𝐾𝐾Г 0,999988 0,999988 – 

 Замечание 2. Приближенные формулы (14), (12), (15) позволяют выполнить 
расчет рассматриваемых СХН ДС с приоритетом для произвольных законов 
распределения случайных величин, описывающих функционирование их элементов, в 
отличие от формул, полученных в [16] при экспоненциальных распределениях. 

Пример 2. В качестве примера использования полученных приближенных 
формул (14), (12), (15) рассмотрим электроснабжение загородного дома, состоящее из 
основного источника питания и резервного (например, дизель-генератора). Основной 
источник питания периодически выходит из строя, и предположим, что среднее время 
между его отказами составляет 2150 часов. Имеется дизель-генератор, который 
включается в случае отказа основного источника питания. Среднее время между 
отказами определяется имеющимся запасом топлива, пересчитанным в часы работы. 
Дизель-генератор считается вышедшим из строя либо из-за поломки, либо из-за нехватки 
топлива. В Таблице 2 представлены результаты расчетов с использованием 
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приближенных формул (14), (12), (15) для различных распределений времени 
безотказной работы и времени восстановления основного источника питания и дизель-
генератора при заданных значениях их математических ожиданий. 

Таблица 2 – Приближенные стационарные характеристики надежности 
Table 2 – Approximate stationary reliability characteristics 

Мат. 
ожидание Распределение Параметры Стационарные 

характеристики 
Приближенные 

значения 
𝑀𝑀𝛼𝛼1 = 2150 Рэлея σ = 1715,45 𝑇𝑇+, ч. 6435,59 
𝑀𝑀𝛽𝛽1 = 36 Эрланга k = 4; θ = 9 

𝑇𝑇−, ч. 4,42 
𝑀𝑀𝛼𝛼2 = 48 Вейбулла-

Гнеденко k = 2,3; λ = 54,2 
𝐾𝐾Г 0,999313 𝑀𝑀𝛽𝛽2 = 8 Логнормальное μ = 0,95; σ = 1,5 

𝑀𝑀𝛼𝛼1 = 2150 Рэлея σ = 1715,45 𝑇𝑇+, ч. 12673,29 
𝑀𝑀𝛽𝛽1 = 24 Эрланга k = 4; θ = 6 

𝑇𝑇−, ч. 3,69 
𝑀𝑀𝛼𝛼2 = 48 Вейбулла-

Гнеденко k = 2,3; λ = 54,2 
𝐾𝐾Г 0,99971 𝑀𝑀𝛽𝛽2 = 8 Логнормальное μ = 0,95; σ = 1,5 

𝑀𝑀𝛼𝛼1 = 2150 Рэлея σ = 1715,45 𝑇𝑇+, ч. 52370,26 
𝑀𝑀𝛽𝛽1 = 12 Эрланга k = 4; θ = 3 

𝑇𝑇−, ч. 2,6 
𝑀𝑀𝛼𝛼2 = 48 Вейбулла-

Гнеденко k = 2,3; λ = 54,2 
𝐾𝐾Г 0,99995 𝑀𝑀𝛽𝛽2 = 8 Логнормальное μ = 0,95; σ = 1,5 

𝑀𝑀𝛼𝛼1 = 2150 Вейбулла-
Гнеденко 

k = 2,5; λ = 2423,18 
𝑇𝑇+, ч. 5273,75 

𝑀𝑀𝛽𝛽1 = 36 Рэлея σ = 28,72 

𝑇𝑇−, ч. 6,85 𝑀𝑀𝛼𝛼2 = 48 Вейбулла-
Гнеденко 

k = 1,5; λ = 53,17 

𝐾𝐾Г 0,998702 𝑀𝑀𝛽𝛽2 = 8 Эрланга k = 4, θ = 2 
𝑀𝑀𝛼𝛼1 = 2150 Вейбулла-

Гнеденко 
k = 2,5; λ = 2423,18 

𝑇𝑇+, ч. 8174,17 
𝑀𝑀𝛽𝛽1 = 24 Рэлея σ = 19,1492 

𝑇𝑇−, ч. 6,22 𝑀𝑀𝛼𝛼2 = 48 Вейбулла-
Гнеденко 

k = 1,5; λ = 53,17 

𝐾𝐾Г 0,999240 𝑀𝑀𝛽𝛽2 = 8 Эрланга k = 4; θ = 2 
𝑀𝑀𝛼𝛼1 = 2150 Вейбулла-

Гнеденко 
k = 2,5; λ = 2423,18 

𝑇𝑇+, ч. 19912,81 
𝑀𝑀𝛽𝛽1 = 12 Рэлея σ = 9,5746 

𝑇𝑇−, ч. 4,72 𝑀𝑀𝛼𝛼2 = 48 Вейбулла-
Гнеденко 

k = 1,5; λ = 53,17 

𝐾𝐾Г 0,999763 𝑀𝑀𝛽𝛽2 = 8 Эрланга k = 4; θ = 2 

 Из Таблицы 2 видно, что распределения времен безотказной работы и 
восстановления элементов существенно влияют на среднее стационарное время 
безотказной работы и среднее стационарное время восстановления при заданных 
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значениях их математических ожиданий, что подчеркивает практическую значимость 
полученных приближенных формул (14), (12), (15). 

Вероятность безотказной работы. Пусть 𝜏𝜏𝑥𝑥 – время пребывания ПМП 𝜉𝜉(𝑡𝑡) в 
подмножестве работоспособных состояний 𝐸𝐸+ при условии, что 𝜉𝜉(0) = 𝑥𝑥, 𝑥𝑥 ∈  𝐸𝐸+. 

Определение. 𝐹𝐹(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) = 𝑃𝑃(𝜏𝜏𝑥𝑥 > 𝑡𝑡) называется вероятностью безотказной работы 
(ВБР) системы S на промежутке [0, 𝑡𝑡) [1]. 

В [1] получены предельные теоремы типа фазового укрупнения, которые 
позволяют приближенно находить ВБР. Воспользуемся ними для рассматриваемой 
дублированной системы с приоритетом в предположении, что выполнены условия I–III 
и условие «быстрого» восстановления (4) приоритетного элемента. 

Тогда, согласно [1], имеет место приближенное равенство: 

 𝑃𝑃(𝜏𝜏𝑥𝑥 > 𝑡𝑡) ≈ 𝑒𝑒−Λ(𝜀𝜀)𝑡𝑡, (22) 
где 

 Λ(𝜀𝜀) = 𝑞𝑞 𝑚𝑚�⁄ , (23) 

причем 

 𝑞𝑞 = ∫ 𝑃𝑃(𝑥𝑥,𝐸𝐸−)𝜌𝜌(0)(𝑑𝑑𝑑𝑑)𝐸𝐸+
, 𝑚𝑚� = ∫ 𝑚𝑚(𝑥𝑥)𝜌𝜌(0)(𝑑𝑑𝑑𝑑)𝐸𝐸+

, (24) 

𝑚𝑚(𝑥𝑥) – среднее время пребывания в состоянии 𝑥𝑥 исходной системы. 
Опорная система S0 остается прежней, значения 𝑞𝑞 и 𝑚𝑚�  были найдены ранее и 

определяются формулами (8), (9): 

𝑞𝑞 = 1
2
𝑃𝑃�𝛽𝛽1

(𝜀𝜀) > 𝛼𝛼2�, 𝑚𝑚� = 1
2
�𝑀𝑀𝛼𝛼1 + 𝑀𝑀�𝛼𝛼2⋀𝛽𝛽1

(𝜀𝜀)��. 

Следовательно, ВБР рассматриваемой системы, учитывая условие (4), можно 
приближенно вычислить по формуле (22), где  

 Λ(𝜀𝜀) = 𝑃𝑃�𝛽𝛽1
(𝜀𝜀) > 𝛼𝛼2� 𝑀𝑀𝛼𝛼1� . (25) 

В Таблице 3 приведены значения ВБР, рассчитанные по формуле (22) с (25), ДС с 
приоритетом при соблюдении условий 𝑀𝑀𝛼𝛼1 =1500 ч., 𝑀𝑀𝛼𝛼2 =48 ч., 𝑀𝑀𝛽𝛽1 = 36 ч., 
𝑀𝑀𝛽𝛽2 = 12 ч. и следующих распределениях: 

1. СВ 𝛼𝛼1 имеет распределение Эрланга 5-го порядка (k = 5) с параметром λ = 300; 
СВ 𝛼𝛼2 имеет распределение Рэлея с параметром σ = 38,3; СВ 𝛽𝛽1 имеет распределение 
Вейбулла-Гнеденко с параметрами k = 1,5 и λ = 39,88; СВ 𝛽𝛽2 имеет распределение 
Вейбулла-Гнеденко с параметрами k = 2,1 и λ = 13,55. В этом случае 
𝑇𝑇+ ≈ 4255,79 ч., 𝑇𝑇− ≈ 9,44 ч., 𝐾𝐾Г ≈ 0,997788.  

2. СВ 𝛼𝛼1 имеет распределение Рэлея с параметром σ = 1196,83; СВ 𝛼𝛼2 имеет 
распределение Эрланга 4-го порядка (k = 4) с параметром λ = 12; СВ 𝛽𝛽1 имеет 
распределение Вейбулла-Гнеденко с параметрами k = 2,5 и λ = 40,57; СВ 𝛽𝛽2 имеет 
нормальное распределение с параметрами a = 12 и σ = 2. В этом случае 𝑇𝑇+ ≈ 4214,95 ч., 
𝑇𝑇− ≈ 9,14 ч., 𝐾𝐾Г ≈ 0,997835. 

3. СВ 𝛼𝛼1 имеет показательное распределение с параметром λ = 0,0007; СВ 𝛼𝛼2 
имеет распределение Рэлея с параметром σ = 38,3; СВ 𝛽𝛽1 имеет распределение Эрланга 
4-го порядка (k = 4) с параметром λ = 9; СВ 𝛽𝛽2 имеет распределение Вейбулла-Гнеденко 
с параметрами k = 1,7 и λ = 13,45. В этом случае 𝑇𝑇+ ≈ 4219,42 ч., 𝑇𝑇− ≈ 8,8 ч., 
𝐾𝐾Г ≈ 0,997919. 

4. СВ 𝛼𝛼1 имеет распределение Вейбулла-Гнеденко с параметрами k = 1,75 и 
λ = 1684,22; СВ 𝛼𝛼2 имеет распределение Рэлея с параметром σ = 38,3; СВ 𝛽𝛽1 имеет 
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нормальное распределение с параметрами a = 36 и σ = 4; СВ 𝛽𝛽2 имеет распределение 
Вейбулла-Гнеденко с параметрами k = 2,5 и λ = 13,53. В этом случае 𝑇𝑇+ ≈ 4195,39 ч., 
𝑇𝑇− ≈ 8,48 ч., 𝐾𝐾Г ≈ 0,997982. 

5. СВ 𝛼𝛼1 имеет показательное распределение с параметром λ = 0,0007; СВ 𝛼𝛼2 
имеет показательное распределение с параметром λ = 0,0208; СВ 𝛽𝛽1 имеет показательное 
распределение с параметром λ = 0,0278; СВ 𝛽𝛽2 показательное распределение с 
параметром λ = 0,0833. В этом случае равны 𝑇𝑇+ ≈ 3500 ч., 𝑇𝑇− ≈ 9 ч., 𝐾𝐾Г ≈ 0,997435. 

Таблица 3 – Вероятность безотказной работы дублированной системы с приоритетом 
Table 3 – Probability of failure-free operation of a duplicated system with priority 

Вероятность безотказной работы 
Время, ч. 1 2 3 4 5 

500 0,88915 0,88814 0,88825 0,88765 0,86688 
750 0,83843 0,83699 0,83715 0,83630 0,80712 
1000 0,79060 0,78879 0,78899 0,78792 0,75148 
1250 0,74549 0,74337 0,74360 0,74234 0,69968 
1500 0,70296 0,70056 0,70082 0,69940 0,65144 
2000 0,62504 0,62220 0,62251 0,62082 0,56472 
3000 0,49415 0,49079 0,49115 0,48915 0,42438 
4000 0,39067 0,38713 0,38752 0,38541 0,31891 
5000 0,30887 0,30536 0,30575 0,30367 0,23966 

Заключение 
В статье получены новые формулы, которые позволяют приближенно вычислять 

характеристики надежности ДС с приоритетом. Оценена их погрешность в сравнении с 
точными и известными результатами для различных распределений времени 
безотказной работы и времени восстановления элементов. Показано, что при улучшении 
условия «быстрого» восстановления приоритетного элемента ошибка вычислений по 
приближенной формуле (14) уменьшается и составляет около 2–3 %, в то время как (12), 
(15) совпадают с точными результатами. При этом формулы (14), (12), (15) позволяют 
рассчитать СХН при распределениях общего вида, что позволяет использовать их на 
практике для инженерных расчетов и анализа надежности на этапах проектирования, 
разработки и эксплуатации радиотехнических, информационных, энергетических, 
производственных и других технических систем с приоритетным элементом. 

В дальнейшем планируется разработка математической модели и численное 
исследование характеристик надежности систем, в которых отказы и восстановление 
элементов могут быть коррелированы, что свойственно, например, системам с общими 
ресурсами.  
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