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Рассматриваются особенности решения интегральных уравнений, 

применяемых при решении задач рассеяния электромагнитных волн.  Отмечаются   

основные используемые методы. Предлагается модифицировать обычный метод 

моментов, за счет выбора базисных и пробных функций. Приведены примеры 

тестовых объектов, которые использовались для расчетов.  Было установлено, что 

чем сложнее контур объекта, тем хуже будет число обусловленности линейных 

уравнений. То есть, масштаб исследуемых базисных функций не может быть 

большим. Показано, что если решение интегрального уравнения является почти 

линейной функцией, то размер линейного уравнения может быть значительно 

уменьшен по сравнению с исходным. 
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Интегральное уравнение Фредгольма первого рода применяется при 

решении многих практических задач в электродинамике. Для его решения 

были разработаны различные подходы, например, методика расширения 

[1, 2], метод регуляризации [3], метод Бакуса-Гильберта [4], метод 

Галеркина [1] или метод моментов [5] и т.д.  

В общем случае, матрица, которая строится  в рамках метода 

моментов является плотной, инверсия матрицы и окончательное решение 

линейного уравнения является весьма трудоемким делом, особенно для 

большого количества электродинамических компонентов. Но в обычной 

матрице содержится вся информация, необходимая для решения задачи 

рассеяния [6-10]. 

Чтобы преодолеть трудности, связанные с большими требованиями к 

памяти и времени вычислений, многие исследователи предложили 

использовать вейвлет-базисы. 

Как мы знаем, важно выбрать подходящую базисную функцию в 

численном решении интегральных уравнений и дифференциальных 

уравнений [11-14]. 

Для одномерного случая, среди множества видов базисных функций 

были предложены, такие, как трехсторонняя базисная функция, базисная 

импульсная функция, полиномиальная базисная функция, базисная 

функция в виде сплайнов.  

Целью данной работы заключается в разработке модификации 

метода моментов для решения двумерного интегрального уравнения 

Фредгольма первого рода. Во-первых, на базе двумерной 
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многомасштабной основе будут введены тензоры, связанные с  

произведением одномерных многомасштабных треугольных основ. Будут 

обсуждаться  геометрический смысл коэффициентов мультимасштабного 

базиса и методика сжатия для представления оригинала двумерной 

функции.  

 

Мы будем рассматривать треугольный базис и многомасштабный базис 

будет иметь вид: 

 

                                                         (1) 

 

 
а) треугольный базис         б) треугольный базис со многими шкалами 

 

Рисунок 1 – Иллюстрация треугольного базиса 
 

 

Базисные функции в области [0,1] [0,1] рассматриваются как 

тензор. 

Итак, 2-D треугольные базисные функции будут ( ), 

( ), ( ), ( ), ( ), ( ), 

( ), ( ), ( ). Двумерные 2-D многомасштабные  

треугольные базисные функции ( ), ), ( ), ), ( ), 

), ( ), ), ( ), ), ( ), ), ( ), ), 

( ), ), ( ), )). 

Предположим, что функция ) аппроксимируется в области  

[0,1] [0,1] треугольным 2-D базисом следующим образом: 
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.            (2) 

 

Аппроксимация функции ) в области  [0,1] [0,1] с 2-D 

многомасштабным  базисом будет представляться следующим образом 

 

 

+ 

 + .                  (3) 

 

Здесь 

 

 

. 

 

Исходя из выражения (1), мы можем получить следующее соотношение 

между  и : 

 

 
(4) 

то есть 

 

, , , , 

 

,    ,  

 

, , 
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  = 

 

’ 
(4) 

где 

 

. 

 

Если функция    дважды дифференцируема в соответствующей 

области, то  

, , , 

 

 

,     (5) 

 

. 

 

Тогда, если функция   является планарной   

),  в области [0,1] [0,1],  коэффициенты  , , 

, , . 

 Для упрощения мы рассмотрим такое уравнение Фредгольма  

 

   . (6) 

 

Мы выбираем треугольные базисные функции на равномерной сетке 

с узлами  для оси x и y. Мы 

будем рассматривать неизвестную функцию в виде 

 

    (7) 

где 

 

. 
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Осуществляется дискретизация уравнения на основе использования  

треугольных базисных функций и сшивания по точкам на основе пробных 

функций в виде -функций.  

На Рисунке 2 приведены примеры тестовых объектов, которые 

использовались для расчетов. 

 
а)                                                    б)                              в) 

 

 

Рисунок 2 – Примеры объектов, которые были взяты в качестве тестовых. 

 

В результате исследований на тестовых примерах было установлено, 

что чем сложнее контур объекта, тем хуже будет число обусловленности 

линейных уравнений. То есть, масштаб исследуемых базисных функций не 

может быть большим. Это необходимо учитывать в современных системах 

проектирования [15-19].  

Размер линейного уравнение определяется на основе адаптивного 

многомасштабного  способа.  V-й масштаб может быть уменьшен в 

соответствии с решением линейного уравнения на V -1-м масштабе, после 

чего отфильтровываются члены, чей вклад  является незначительным. 

Если решение интегрального уравнения является почти линейной 

функцией, то размер линейного уравнения может быть значительно 

уменьшен по сравнению с исходным. 

Кроме того, результаты расчетов могут быть улучшены на основе 

методов искусственного интеллекта [20-24]. 

Адаптивный многомасштабный метод моментов может быть 

автоматически реализован на сетке при уточнении процедуры для 

отдельных областей, на которых решение функции   не является гладким. 
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THE MODIFICATION OF THE METHOD OF MOMENTS IN 

THE SCATTERING OF ELECTROMAGNETIC WAVES 

Voronezh Institute of High Technologies 

 
 The features of the solution of the integral equations used in the solution of problems 

of scattering of electromagnetic waves are discussed. The main methods that used are noted. 

It is proposed to modify the usual method of moments, due to the choice of basis and test 

functions. Examples of test objects used for the calculations are given. It was found that the 

more complex the contour of the object, the worse the condition number of linear equations. 

That is, the scale of the investigated basis functions may not be large. It is shown that if the 

solution of the integral equation is almost a linear function, the size of the linear equations 

can be significantly reduced compared to the original. 

Keywords: technical electrodynamics, the scattering of radio waves, method of 

moments, integral equation, numerical method. 
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