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Резюме:  Представлены результаты сравнения точности аппроксимации экспериментальных или 

табличных данных, полученной с использованием типового метода наименьших квадратов 

(МНК) и предлагаемого метода наименьших относительных квадратов (МНОК), на примере 

заданной табличной зависимости вязкости водноглицеринового раствора от массовой 

концентрации глицерина. Показывается преимущество последнего как по сумме и средним 

значениям локальных относительных отклонений расчетных данных вязкости искомого раствора 

полученных МНОК, с аналогичными данными, полученными типовым МНК, так и по 

наибольшим значениям этих относительных отклонений. Так, рассчитанные с использованием 

МНК средние относительные отклонения теоретических значений вязкости водного раствора 

глицерина от заданных табличных, по абсолютной величине равны 12,9 %, МНОК 5,8 %, то есть, 

ниже в 2 раза. Соответственно наибольшие относительные отклонения в МНК составляют 

17,9 %, а МНОК – 10,6 %, то есть снижаются на 68 %. Предлагается определять условные 

значения параллельных опытов по экспериментальным данным основного опыта. Для этого 

расчет условных численных значений i-ого параллельного опыта определяется методом 

кусочной линейной аппроксимации i-1 и i+1 численных значений основного опыта или 

табличных данных. Проводится корреляционной анализ с определением коэффициентов 

корреляции, воспроизводимости, адекватности и значимости коэффициентов полученного 

уравнения регрессии. 
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Abstract: The results of comparing the accuracy of approximation of experimental or tabular data 

obtained using the standard method of least squares (LSM) and the proposed method of least relative 
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squares (LRSM), for example, a given table dependence of the viscosity of a water-glycerine solution 

on the mass concentration of glycerol. The advantage of the latter is shown as the sum and average 

values of the local relative deviation of calculated data of viscosity of the desired solution obtained by 

LRSM, with similar data obtained by standard LSM and maximum values of these relative deviations. 

So, calculated using LSM average relative deviations of theoretical viscosity of an aqueous solution of 

glycerin from the specified table, in absolute value equal to 12.9%; LRSM of 5.8%, i.e., below 2 times. 

Accordingly the largest relative deviations in the LSM are 17.9%, and LRSM – 10.6 %, that is, reduced 

by 68%. It is proposed to determine the conditional values of parallel experiments based on the 

experimental data of the main experiment. To do this, the calculation of conditional numerical values of 

the i-th parallel experience is determined by the method of piecewise linear approximation of i-1 and 

i+1 numerical values of the main experience or table data. A correlation analysis is performed to 

determine the correlation coefficients, reproducibility, adequacy, and significance of the coefficients of 

the resulting regression equation. 

Keywords: linearization, approximation, absolute and relative deviations, LSM and LRSM, correlation 

coefficient, reproducibility, adequacy, significance. 
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Введение 

Известный типовой метод наименьших квадратов (МНК) предполагает 

возможность линеаризации исходного аналитического уравнения линейным 

алгебраическим уравнениям: 

,ty b a x= +        (1) 

и определением его коэффициентов, исходя из условия: 

( )
2

1

min.
m

i i

i

U b a x y
=

= +  − →      (2) 

Однако затем обычно для определения точности аппроксимации оцениваются 

локальные относительные отклонения: 

( )i i i ib a x y y = +  −       (3) 

как наибольшие, так и средние по абсолютной величине и по ним делается вывод о 

возможности описания заданной экспериментальной или табличной зависимости 

выбранным аналитическим уравнением. Поэтому предлагается вместо МНК при 

минимизации функции U на основании выражения (2) применять МНОК с 

минимизацией функции: 

( )
2

1

1

min
m

i i i

i

U b a x y y
=

= +  − →       (4) 

и сравнить локальные относительные отклонения теоретических значений от 

экспериментальных или табличных обоими методами по уравнению (3). 

Целью работы является расчет сравнение точности аппроксимации 

экспериментальных или табличных данных с их значениями, полученными 

соответственно типовым методом наименьших квадратов (МНК) и предлагаемым 

методом наименьших относительных квадратов (МНОК) на примере заданной 

табличной зависимости вязкости водноглицеринового раствора от массовой 

концентрации глицерина. 
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Материалы и методы 

Для примера в Таблице 1 приведены табличные значения вязкости 

водноглицеринового раствора от массовой концентрации глицерина (строки 1÷3). 

Уравнения для расчета коэффициентов a и b уравнения (1) для функции 

минимизации U МНК по формуле (2) общеизвестны [1,2]. 

Уравнения для расчета этих коэффициентов для функции минимизации U1 

МНОК по формуле (3) приведены ниже [3]: 
22 2

2
1 1 1

2

2
1 1 1 1

2

2
1 1 1 1
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;
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;
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.
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




   (5) 

Необходимость описания вязкости водноглицеринового раствора непрерывной 

функцией была связана с нашими экспериментальными исследованиями по 

ультрафильтрации этого раствора на полупроницаемой мембране УАМ-100П с 

кратностью концентрирования ретанта до K = 5. При начальной концентрации исходного 

водноглицеринового раствора Сн = 0,1 кгА/кг(А+В), конечная концентрация ретанта Ск 

= 0,5 кгА/кг(А+В), что и учтено в Таблице 1. 

Коэффициенты a и b, рассчитанные по уравнениям, соответствующим МНК и 

уравнениям системы (5) для МНОК, приведены ниже: 

МНК: 
4,684

;
0,387

a

b

=


= −
 МНОК: 

3,83

0,131

a

b

=


= −
 

При этом аналитическая формула имеет вид: 
cK n =         (6) 

Тогда для 

МНК: 
0,772

;
66,9

K

n

=


=
 МНОК: 

0,898
.

38,32

K

n

=


=
 

где µ - вязкость водоглицеринового раствора, мПа·с; 

K и n – коэффициенты. 

Надо отметить, что попытка описать табличные значения вязкости 

водноглицеринового раствора от концентрации глицерина (строчки 2 и 3 Таблицы 1) 

давали локальные относительные отклонения в 100 и более процентов для степенной 

функции µ = K·cn. 

Уравнение (6) при логарифмировании обеих его частей линеаризуется в виде: 

( ) ( ) ( )ln ln lnK c n = +   .     (7) 

Тогда с учетом линейной зависимости (1): 

( ) ( ) ( ); ln ; ln ; lntx c y b K a n= = = =  

 Для проведения корреляционного анализа, связанного с определением 

воспроизводимости параллельных опытов и сравнением расчетного критерия Кохрена с 
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его табличным значением, но в отсутствии самих параллельных опытов, можно 

воспользоваться приемом, приведенным в программе [7]. 

 
● – табличное значение вязкости µ 

  - условные значения вязкости µп в параллельных опытах 

Рисунок 1 – Графики зависимости вязкости водноглицеринового раствора от массовой 

концентрации глицерина 

Figure 1-Graphs of the dependence of the viscosity of water glycerol solution on the mass 

concentration of glycerol 

 

На Рисунке 1 представлен фрагмент, описывающий определение условных 

численных значений параллельных опытов в основе которого лежит известный метод 

линейной кусочной аппроксимации и которые определяются по формуле: 

( 1) ( 1)

( ) .
2

i i

п i

 


− ++
=       (8) 

Табличное значение вязкости для с = 0, µ = 1 кПа в основной части расчетов не 

используется, так как ln(µ) = 0 и относительная ошибка для этой точки не рассчитывается 

(см. Таблицу 1 и формулу (6)). 

В Таблице 2 приведены условные расчетные значения вязкости раствора в 

параллельных опытов, рассчитанных по формуле (8), а так же средние значения, 

рассчитанные по формуле: 

(i)

( ) .
2

i п

с i

 


+
=       (9) 

В формулах расчета адекватности есть сравнение расчетных и заданных 

значений функции от аргумента [1], так дисперсия адекватности с типовом методе МНК 

рассчитывается по формуле: 

( )
2

2

( ) ( )

1

,
N

ад t i с i

i

m
S

N l
 

=

= −
−
      (10) 

где m – число параллельных опытов; 

N – число основных опытов; 

l – число расчетных параметров в аппроксимирующем уравнении; 

µt(i), µc(i) – соответственно теоретическое и среднее значение вязкости в параллельных 

опытах для i точки. 

В МНОК считаем дисперсию адекватности по формуле: 
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так как минимизуется сумма квадратов относительных отклонений теоретических 

значений концентрации от средних экспериментальных ее значений. 

Кроме того, теоретические значения вязкости µt(i), рассчитанные МНК и МНОК 

также являются различными, так как коэффициенты аппроксимирующих уравнений K и 

n численно не равны. Последнее отражается и в проверке значимости этих 

коэффициентов по критерию Стьюдента. 

Результаты 

Таблица 1 – Заданные табличная и расчетная зависимости вязкости водноглицеринового 

раствора от массовой концентрации глицерина 

Table 1-Specified table and calculated dependences of the viscosity of water glycerine solution on the 

mass concentration of glycerine 

 

Наименование параметра Величина параметра 

1. Номер точки 1 2 3 4 5 

2. Концентрация глицерина в 

растворе, кгА/кг(В+A) 
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 

3. Табличное значение вязкости 

раствора, мПа·с (сПз) 
1,311 1,769 2,501 3,75 6,05 

4. Значения вязкости раствора, 

рассчитанные МНК, мПа·с 
1,085 1,733 2,768 4,422 7,065 

5. Относительные отклонения 

расчетных значений вязкости 

раствора от табличных, % 

(МНК) 

-17,96 -2,05 10,69 17,93 16,78 

6. Значения вязкости раствора, 

рассчитанные МНОК, мПа·с 
1,286 1,887 2,767 4,095 5,953 

7. Относительные отклонения 

расчетных значений вязкости 

раствора от табличных, % 

(МНОК) 

-1,89 6,65 10,64 8,23 -1,6 

 
Таблица 2 – Заданные табличные значения и условные значения вязкости раствора в 

параллельных опытах, рассчитанные по формуле (8), средние значения вязкости раствора и 

относительные отклонения 

Table 2-Set table values and conditional values of the viscosity of the solution in parallel experiments, 

calculated using the formula (8), average values of the viscosity of the solution and relative deviations 

№ Наименование параметра Величина 

1 Номер точки 1 2 3 4 5 

2 
Концентрация глицерина в растворе, 

кгА/кг(А+B) 
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 

3 
Табличное значение вязкости раствора, мПа·с 

(сПз) 
1,311 1,769 2,501 3,75 6,05 

4 
Условное значение вязкости раствора, 

рассчитанное по формуле (7), мПа·с 
1,36 1,906 2,76 4,276 7,355 



Моделирование, оптимизация и информационные технологии /                                      

Modeling, optimization and information technology                                                                 

2020;8(1) 

http://moit.vivt.ru 

 

5 
Среднее значение вязкости раствора, 

рассчитанное по формуле (8), мПа·с 
1,336 1,837 2,63 4,013 6,703 

6 
Значения вязкости раствора, рассчитанные 

МНК, мПа·с 
1,188 1,85 2,802 4,49 6,996 

7 

Относительные отклонения расчетных 

значений вязкости раствора от средних, % 

(МНК) 

-11,07 0,69 9,59 11,9 4,37 

8 
Значения вязкости раствора, рассчитанные 

МНОК, мПа·с 
1,317 1,933 2,836 4,162 6,108 

9 

Относительные отклонения расчетных 

значений вязкости раствора от средних, % 

(МНОК) 

-1,37 5,19 7,83 3,72 -8,88 

 

 

Из результатов расчетов, приведенных в Таблице 2 видно, что наибольшие значения 

вязкости раствора, рассчитанные МНОК по сравнением с МНК уменьшаются в 1,3 раза, 

а средние с 7,52% до 5,4%, то есть в 1,4 раза, при этом численные значения 

коэффициентов K и n аппроксимирующего уравнения (6) равны: 

для МНК: 
0,762

;
84,194

K

n

=


=
 для МНОК: 

0,897
.

46,3

K

n

=


=
 

В Таблице 3 приведены результаты корреляционного анализа с учетом результатов двух 

параллельных опытов (табличных значений вязкости µi, условных ее значения µп(i) и 

средних значений µc(i)). 

Так как в формулах расчета коэффициента корреляции и воспроизводимости нет 

сравнения теоретических и заданных значений концентрации, то эти расчеты не зависят 

от метода МНК или МНОК и численно совпадают. 

 
Таблица 3 – Сравнение коэффициентов корреляции, критериев, воспроизводимости в 

параллельных опытах, адекватности аппроксимирующего уравнения (6) экспериментальным 

данным и значимости коэффициентов этого уравнения, рассчитанных МНК и МНОК (число 

параллельных опытов, p = 2; число основных опытов N = 5; число коэффициентов уравнения 

(6), m = 2) 

Table 3-Comparison of correlation coefficients, criteria, reproducibility in parallel experiments, the 

adequacy of the approximating equation (6) to experimental data, and the significance of the 

coefficients of this equation calculated by the OLS and IOC (the number of parallel experiments,        

p = 2; the number of main experiments N = 5; the number of coefficients of the equation (6), m = 2) 

№ Наименование параметра 
Величина параметра 

МНК МНОК Табличное значение [1] 

1 Коэффициент корреляции 0,992 0,992 - 

2 Воспроизводимость в параллельных опытах 0,449 0,449 
0,78 (Критерий 

Кохрена) 

3 
Адекватность аппроксимирующего 

уравнения (5) 
1,51 1,38 5,41 (Критерий Фишера) 

4 

Значимость коэффициентов: 

K 

n 

 

304,8 

33658 

 

728,3 

37568 

2,57 (Критерий 

Стьюдента) 
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Обсуждение 
 

Как видно из результатов расчетов, приведенных в Таблице 1 (строчки 5 и 7), 

средние относительные отклонения теоретических значений вязкости от заданных 

табличных составляют 12,9% в МНК против 5,8% в МНОК, то есть МНОК снижает их 

по сравнению МНК в 2,23 раза, при этом 4 локальных значения относительных 

отклонений в МНК больше 10%, а в МНОК только одно из 5. Наибольшее относительное 

отклонение в МНК составляет 17,93%, а в МНОК – 10,64%, то есть последнее в 1,68 раза 

меньше. 

Как видно из расчетных параметров регрессионного анализа, приведенных в 

Таблице 3, при равенстве коэффициентов корреляции и воспроизводимости в 

параллельных опытах по критерию Кохрена, адекватность аппроксимирующего 

уравнения (6) в МНОК выше, чем при расчетах по типовому МНК (так как адекватность 

тем выше, чем меньше ее расчетное значение по сравнению с табличным значением 

критерия Фишера), а значимость коэффициентов K и n в МНОК выше, чем при расчетах 

по типовому МНК (так как значимость коэффициентов тем выше, чем сильнее их 

расчетное значение отличается от табличного значения критерия Стьюдента). 

Результаты, приведенные в Таблице 3, подтверждают высокую корреляционную 

связь r в зависимости вязкости водноглицеринового раствора от концентрации 

глицерина (r → 1) и воспроизводимость в параллельных опытах (расчетное значение 

критерия Кохрена Ko = 5,41), тоже касается адекватности аппроксимирующего 

уравнения (6), но здесь уже оба расчетных значения числа Фишера меньше табличного 

значения. Высока значимость рассчитанных коэффициентов K и n, которые значительно 

больше для обоих методов табличного числа Стьюдента. 

 

Заключение 

Таким образом, применение МНОК для аппроксимации табличных или 

экспериментальных данных с определением коэффициентов линеаризированного 

уравнения (1) по сравнению с МНК позволяет снизить средние значения относительных 

отклонений теоретических значений аппроксимирующей функции от 

экспериментальных или табличных в 2 и более раз, а наибольшие относительные 

отношения уменьшить на 60-70%. Хотя расчеты по обоим методам: типовому МНК и 

рассматриваемому в статье МНОК обеспечивают высокую корреляционную связь, 

воспроизводимость в параллельных опытах, адекватность и значимость коэффициентов 

аппроксимирующего уравнения (6), МНОК обеспечивает повышение точности расчетов 

средних и наибольших локальных относительных отклонений на 30%, а средних на 40%, 

повышение адекватности аппроксимирующего уравнения (6) на 8,6% (см. строку 2 в 

Таблице 3), при этом увеличивается значимость коэффициентов “K” в 2,38 раза, а “n” на 

11,6%. 
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